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次 ,外 数 累 计 达 到 27 万 余 册 。 作 为 一 本 数论 教科 书 , 能 够 得 到 如 
了 出 广 泛 的 使 用 ,作为 作者 之 一 , 深 深 感谢 广 天 老师 和 读者 对 本 书 的 
关爱 和 支持 ;同时 也 深 深意 识 到 作为 本 书 作者 的 责任 ,和 如何 让 它 能 
更 好 地 为 社会 服务 。 

20 世纪 是 数学 的 黄金 时 代 ,在 数论 中 最 值得 向 广大 恋 者 介绍 
的 是 世纪 后 期 的 两 件 大 事 : 几 马 大 定理 获得 证 明和 公开 密 钥 体制 
的 建立 。 

可 能 费 马 也 未 必 能 想到 , 它 在 书 宙 写 下 的 一 个 结论 和 他 关于 
这 个 结论 的 附注 “我 对 此 命题 育 一 个 十 分 美妙 的 证 明 , 这 里 的 空白 
太 小 , 写 不 下 " 竟 成 了 一 个 困扰 了 八 类 管 者 358 年 的 谜团 一 - Ф 
大 定理 ,真正 是 " 引 无 数 英 雁 竞 折腰 "的 难题 。 三 百 多 年 以 来 ,人 们 
百 斩 不 男 , 此 路 不 通 又 另辟蹊径 。 终 于 在 世纪 末 的 1994 # + H Ж 
德 普 ` 怀 尔 斯 (Andrew Wiles) 最 后 完成 证 明 。 费 马 大 定理 的 证 明 ， 
既是 数学 界 的 辟 事 ,更 是 人 类 智 慈 的 旬 征 ,是 一 件 具有 伟大 意义 的 
事件 。 它 的 证 明 过 程 提 供 了 很 多 的 重要 启示 。 说 明 一 个 好 的 数学 
难题 应 该 能 够 对 数学 一 一 甚至 是 科学 一 一 的 发 展 起 推动 作用 。 就 
像 为 研究 欧 儿 里 得 第 五 公设 的 独立 性 而 发 现 非 欧 上 几何 ,为 研究 超 
过 四 次 的 代数 方程 的 根 式 解 而 产生 你 男 华 理论 、 建 立 群 论 一 样 , 费 
妃 大 定理 的 证 明 的 前 期 是 发 现 理想 子 环 一 一 抽象 代数 的 支柱 之 — 
的 原动力 ;在 20 世纪 未 有 力 地 促进 了 数论 与 代数 几何 结合 而 形成 
算术 代数 几何 ,证 明了 志 村 一 洛 山 一 韦 依 锋 超 (TSW 狂想) 而 提供 
T 3 >: ЖАЙ (Langlands programme) 成 立 的 一 个 重要 例证 。 说 明 
数学 是 统一 的 , 既 要 的 清楚 各 个 分 支 以 至 各 个 具体 问题 的 结构 , 同 
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Жі Ж. {ЖЖЖ .讨论 的 认识 之 一 ,为 此 在 这 一 版 中 增 
加 了 费 马 大 定理 证 明 过 程 的 介绍 。 

数论 ,作为 课程 内 容 常 常 被 认为 是 介绍 一 些 基 础 知识 ,作为 研 
究 内 容 是 一 大 批 纯 数 学 的 难题 ,经 党 被 认为 与 实际 应 用 没有 多 大 
关系 的 学 笠 。 有 些 学 者 就 是 由 于 这 个 原因 而 在 某 个 时 期 转 而 从 事 
其 他 分 支 的 教学 与 研究 。 但 是 出 平 人 们 的 预料 ,在 20 世纪 后 期 ， 
随 江 计算 机 技术 和 信息 科学 的 发 展 , 人 类 进入 了 信息 圭 民 ,科学 和 和 
接 术 进入 了 新 的 时 代 , 提 出 了 信息 安全 这 样 的 重大 亲 题 。 在 这 种 
背景 下 ,数论 在 实际 应 用 的 前 沿 做 出 了 重大 的 贡献 ,为 解决 信息 安 
全 问题 提供 了 一 种 核心 技术 公开 密 铀 。 这 一 填 实 再 一 次 ( 因 
为 这 种 情况 示 止 一 次 地 出 现 } 上 告诉 人 们 ,对 于 基础 科学 的 作用 应 该 
有 一 个 正确 的 认识 , 它 不 但 在 基础 方面 对 科学 .技术 芒 至 思维 方面 
起 着 莫 基 的 作用 ,而 有 在 技术 的 发 展 方面 有 时 能 微 出 突破 性 贡献 。 
同时 也 上 记 示 我 们 ,学 习 一 门 学 科 虽 然 不 能 都 要 求全 面 掌握 ,但 是 应 
该 对 它 有 全 面 的 了 解 ,做 到 胸有成竹 .能够 抓 住 时 机。 这 一 末 件 对 
于 从 事 数 论 学 可、 研究 的 人 们 也 是 一 个 巨大 的 坑 舞 。 为 此 我 在 这 
一 版 中 介绍 了 公开 密 钥 的 原理 、 基 本 方法 和 资料 。 

六 外 ,本 书 的 目的 是 向 读者 介绍 数论 本 身 的 基础 知识 ,并 增加 
了 一 些 大 网 以 外 的 材料 ,这 些 外 加 材料 都 独立 成 节 或 在 习题 中 出 
ЖЕЛИ E 5 x< 加 以 标志 。 但 是 读 者 如 果 能 进一步 理解 它 与 数 
学 的 其 他 分 支 的 联系 不 但 能 更 好 地 掌握 和 运用 数论 的 基础 知识 ， 
简 且 对 于 理解 其 他 分 支 乃至 数学 都 是 有 益 的 。 以 往 我 们 在 这 方面 
作 过 一 些 努 为, 如 介绍 数论 函数 ,三角 和 的 基本 概 沪 ,这 次 赵 再 版 
的 机 会 ,在 有 关 章 节 建 议 恋 者 与 抽象 代数 联系 并 加 以 考察 。 

我 希望 允 本 书 的 补充 和 修改 能 锅 保 持原 书 的 意图 ,因为 那 是 
НЕВЕ ЖЕ. 
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再 一 次 感谢 所 有 关心 、 支 特此 其 的 教师 和 读者 ,感谢 离 等 教育 
出 版 社 积极 推动 些 世 的 再 版 。 由 于 时 间 和 水 平 所 限 , 不 要 和 错误 
之 处 在 所 难免 ,希望 老师 们 和 读者 继续 关心 和 支持 ,随时 指正 .不 
ЖЖ. 
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2003 年 春节 于 北京 师范 大 学 


写 在 再 版 前 面 


作为 4 初 等 数论 》 的 作者 之 一 ,能 看 到 这 本 书 由 于 社会 需要 而 
再 版 ,非常 高 兴 , 但 是 本 书 的 主要 构造 者 ,我 尊敬 的 老师 浆 汕 淮 先 
生 却 没 有 机 会 看 到 这 次 再 版 ,不 能 对 本 书 亲 自作 一 次 中 肯 的 修改 ， 
这 对 我 及 读者 都 不 能 不 是 一 - 件 慢 事 。 

由 于 本 书 是 闵 洁 生 和 我 合作 的 结果 ,而 且 对 当前 教学 还 基本 
合用 ,所 以 这 次 修订 再 版 ,我 只 欧 正 了 书 中 的 一 些 错 误 。 原 来 忆 中 
捍 到 的 一 些 有 关 的 数论 研究 课题 的 发 展 情 况 ,目的 是 扩大 青年 同 
学 的 眼界 ,也 介绍 一 些 ( 远 不 全 面 ) 我 国学 者 的 成 就 。 本 上 书 出 版 后 ， 
我 国学 者 继续 在 一 些 数论 问题 上 取得 进展 ,有 关 愿 始 文献 容易 得 
到 。 因 此 我 也 只 在 有 关 地 方 改 动 一 下 提 法 以 尽量 减少 变动 。 

根据 我 自己 以 及 一 些 老 师 的 教学 实践 ,数学 系 ( 特 别 是 师范 院 
校 ) 的 本 科 生 在 可 能 情况 下 学 习 数 论 的 一 些 基 础 内 容 是 有 益 的 。 
一 方面 通过 这 些 内 容 加 深 对 数 的 性 质 的 了 解 ,更 深入 地 理解 菜 些 
其 他 邻近 学 科 ; 另 一 方面 ,也许 更 重要 的 是 可 以 加 强 他 们 的 数学 训 
练 ,这些 训 练 在 很 多 方面 都 是 有 益 的 。 但 本 书 作为 考 周 四 学 时 一 
学 期 的 课程 的 载 材 ,内 容 可 能 稍 多 一 点 。 如 果真 是 这 样 ,我 认为 根 
据 上 述 要 求 , 第 五 .七 章 的 后 几 节 及 第 六 章 可 以 全 部 不 讲 或 者 只 介 
绍 一 些 基 本 概念 。 

历史 上 遗留 下 来 设 有 解决 的 大 多 数 数论 难题 有 一 个 共同 的 特 
点 :问题 本 身 急 容易 型 懂 , 窜 易 引 起 人 们 的 兴趣 ,要 想 推 进 却 非 党 
之 蕉 。 从 数论 的 迄今 发 展 历 史 来 看 ,数论 难题 的 解决 或 实质 性 进 
展 , 都 用 到 一 些 深刻 的 数学 概念 、 广 法 和 技巧 。 所 以 几 是 有 志 于 这 
些 间 题 的 青年 都 应 该 扎 礼 实 实地 学 习 间 代数 论 的 一 些 方 法 和 技 
2 ,并且 十 分 注意 推 证 和 合计 能 力 的 训练 。 这 样 才 有 可 能 在 这 些 
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(包括 现代 数学 发 展 中 提出 的 一 些 数论 问题 ?还 是 很 多 的 ,祖国 “四 
化 事业 需要 各 方面 的 人 才 , 有 志 于 数学 研究 的 青年 不 一 定 都 去 攻 
这 此 经 典 的 数论 难题 。 当 然 无 论 进 行 哪个 方向 的 研究 ,坚实 的 理 
论 某 础 和 良好 的 解决 问 惠 的 能 力 都 是 绝对 需要 的 。 

本 书 出 版 以 订 , 很 多 同志 热心 地 指出 其 中 一 些 错 误 并 提出 一 
些 宝 货 意见 。 这 次 再 版 之 前 , 承 莹 阅 先 生 的 夫人 末 敬 一 先生 肌 其 
长 子 阅 乐 从 同志 仔细 阅读 全 书 ,提出 很 多 宝贵 意见 。 潘 承 虎 同志 
详细 地 审阅 了 全 书 ,提出 了 很 多 中 肯 的 修改 意见 。 这 一 茹 都 对 所 
商 书 的 质量 有 极 太 的 帮助 。 惜 此 机 会 致 以 深 深 的 谢意 ,并 热诚 欢 
迎 大 家 给 本 书 提出 批评 指正 。 


Ftit 
1982 年 1 月 于 北京 师范 大 学 


第 一 版 序 


在 师范 大 学 与 师范 学 院 的 数学 系 都 有 整数 论 这 一 门 课 , 它 的 
试行 载 学 大 网 也 由 教育 部 在 1955 年 制订 并 颁布 执行 了 。 人 得 是 由 
于 没有 一 本 适当 的 教 本 或 参考 书 , 担 任 这 一 课程 的 教师 在 选择 教 
村 与 指定 参考 书 方 面 都 一 直 感 到 一 定 的 困难 。 我 和 严 士 健 同志 先 
后 让 师 范 大 学 讲授 整数 论 这 一 门 课 。 最 禄 ,大 网 还 未 制订 ,我 只 好 
ЖЕ И.М.Виноградов ¥ Ж ЖИЕ) ЖЕЕ Е 
参考 书 ,同时 根据 茶 联 的 教学 大 网 , 作 了 必要 的 补充 。 由 于 没有 适 
当 的 教 本 ,我 曾 计 划 编 写 讲 义 , 但 受 时 间 的 限制 , 那 时 只 写 了 一 些 
补充 材料 ,而 大 部 还 是 依照 数论 基础 这 本 书 来 讲 援 。 严 士 健 同志 
在 接着 担任 这 门 课 程 的 期 间 加 以 赣 理 写成 一 本 完整 的 讲义 。 最 后 
经 过 教育 部 的 督促 上 我 们 依照 师范 学 院 整 数论 试行 教学 大 网 ,再 
加 以 艇 改 补充 合 写成 这 本 书 。 

作为 一 个 好 的 教 本 ,我 以 为 要 具有 三 个 条 件 。 第 一 是 教材 要 
选择 得 恰当 ,安排 得 自然 。 第 二 是 说 理 要 严格 而 清楚 ,深入 而 浅 
出 ,也 就 是 次 辑 性 与 直观 性 都 要 强 。 第 三 是 要 引人入胜 ,使 人 有 
“ 欲 穿 千里 目 , 更 上 一 层 楼 "之 感 , 扣 名 话说 ,问题 的 来 源 与 发 展 都 
要 交代 清楚 ,使 读者 能 从 少许 见 多 许 , 增 加 他 们 目前 学 习 与 今后 钻 
研 的 兴趣 。 如 果 执 此 以 绳 眼前 的 这 本 书 , 我 想 会 发 现 很 多 缺点 的 。 
不 过 , 严 士 健 同志 和 我 自己 ,结合 交 年 来 的 载 学 经 验 , 在 写作 中 还 
是 朝 着 这 个 方向 而 努力 的 。 虽 然 我 们 做 得 很 不 够 ,也 希望 采用 这 
本 书 的 教师 能 结合 自己 的 经 验 与 特长 ,随时 弥补 。 

这 本 书 昌 然 主 要 是 依照 师范 学 院 的 整数 论 载 学 大 网 而 写成 
的 ,但 同时 也 照顾 到 综合 大 学 数论 这 一 课程 的 霸 要 ,增加 了 一 些 大 
鸯 以 外 的 材料 。 这 些 外 加 的 桂 料 都 独立 成 节 , 特 别 用 星 号 * 加 以 
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标志 。 ЖЕЛЕР, ЇЇ É 2 Y # 3 BE 36 2E DN KOR Т ЕЊЕ 
谢 。 本 书 对 于 我 国 十 代 与 当今 数学 家 在 数论 方面 的 成 就 以 及 前 苏 
联 和 其 他 国家 的 数学 家 的 贡献 也 尽 可 能 作 了 一 定 程 庆 的 介绍 ,不 
够 全 面 之 处 ,还 希望 读者 原谅 。 最 后 ,希望 读者 ,尤其 是 全 国 各 师 
范 学 院 采 用 这 本 书 的 老师 们 能 对 本 书 多 提 遍 见 , 以 便 将 来 能 够 根 
据 这 些 意 见 把 它 修 改 战 更 合乎 理想 ,更 合乎 载 学 需要 的 一 本 书 。 
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1956 年 10 月 于 北京 大 学 


第 一 章 
$1 
Š 2 
83 
$4 
$5 
第 二 章 
81 
82 
83 
®4 
第 三 章 
81 
&2 
83 
& 4 
$5 
"96 
第 四 章 
81 
82 
83 
84 
第 五 章 
Š i 
82 


整数 的 可 除 性 ааа 
ke Ek pI REA Hh A ДИЕ ааа 


最 大 公 因 数 与 铝 转 相 除 法 …… 


整除 的 进一步 性 质 及 最 小 公信 数 ………… 


质数 :算术 基本 定理 … 


а Г) iri REETH А АКЛ е 


不 定 方 程 . 

二 元 一 次 不 定 方程 ……… 

多 元 一 次 不 定 方程 oe 
费 马 问题 的 介绍 ….…-…… 
FJ ......... КОРА 
司 余 的 概念 及 其 基本 性 质 … 
剩余 类 及 完全 剩余 系 -- 

简化 剩余 系 与 欧 拉 请 数 - 


каж. ‚чет эллин - ене 


ПН —— RSA 体制 … 
二 角 和 的 概念 … 

同 余 式 - 
基本 概念 及 一 次 同 余 式 -. 
孙子 定理 … 


жк Изи R Eb —.............. 


质数 模 的 同 祭 式 ....... 


ФУУ Q. 


一 般 二 次 同 余 式 … 


单质 数 的 平方 剩余 与 平方 非 剩余 … 


前 节 定 理 的 证 明 +. 

雅 可 比 符号 oron 

合 数 模 的 情形 
EFRA ERL Р M 
Ra Же Be: FA M 
原 根 与 指标 

指数 及 其 基本 性 质 © 
PEFEA H 

HE n WK Mj eces 


模 2" K Er sk Bs Т ЕЕН. a 


特征 函数 eee 
连 分 数 .......... 


连 分 数 的 基本 性 质 ooe .. ‚аө 


ЖЕ о aaa... a. 
IZKREJE eree 


代数 数 与 超越 数 ooren 


二 次 代数 数 … 


С Е 


п 次 代数 数 与 超越 数 
e 的 超越 性 … 
n 的 超越 性 … 


аНЫ a 


Е 
xz) 的 估 值 … 


除数 问题 与 加 内 将 点 问题 的 介绍 ©. 


有 关 质 数 的 其 他 问题 … 


113 
… 120 
- 120 


© 142 


153 


第 一 对 ”整数 的 可 除 性 


整除 是 数论 中 的 基本 概念 ,本 章 从 这 个 概念 出 发 ,引进 带 余 数 
除法 及 罗 转 相 除 法 ,然后 利用 这 两 个 工具 ,建立 最 大 公 因 数 与 最 小 
会 倍数 的 理论 ,进一步 证 明 极 具 重 要 性 的 算术 基本 定理 .这 一 切 都 
是 整个 课程 中 最 基本 的 部 分 ,以 后 时 常 要 用 到 .同时 ,它们 也 是 整 
个 数学 的 基础 知识 ,天 部 分 都 是 读者 在 小 学 甚 鞋 在 幼儿 厅 时 就 开 
始 学 习 的 ,由 于 当时 考虑 到 儿童 的 理解 力 , 着 重点 是 具体 数字 的 计 
算 和 运用 .因此 对 绝 大 多 数 读 者 来 说 ,可 能 计算 技能 是 见 练 的 ,对 
计算 方法 和 概念 未 必 和 能 从 一 般 的 角度 来 掌握 ,从 而 对 它们 的 本 质 
未 必 理 解 .因此 在 大 学 甚至 高 中 阶段 ,重新 学 习 和 体会 是 大 有 补益 
的 .此 外 ,本章 还 要 介绍 [zj],tzl 这 两 个 极 有 用 的 记号 ,并 利用 
[zj 来 说 明 如 何 把 н! 表示 成 质数 矢 的 乘积 . 


SIL 整除 的 概念 : 带 余数 除法 


我 们 知道 两 个 整数 的 和 ,、 差 , 积 仍 然 是 整数 ,但 是 用 一 不 等 于 
零 的 整数 去 除 另 一 个 整数 所 得 的 商 却 不 一 定 是 整数 ,因此 我 们 引 
进 整 除 的 概念 : 

ЖХ Ba, b 是 任意 两 个 整数 ,其 中 加 了 关 0, 如 果 看 在 一 个 整 
数 с 使 得 等 式 

a = bq (1) 

成 立 ,我 们 就 说 上 整除 a 或 a 被 5 整除 , 记 必 51a, 此 时 我 们 把 5 
Шо 的 因数 ,把 о ШЕ» 的 和 倍数 . 

如 果 (1) 里 的 整数 g 不 存在 ,我 们 就 说 5 不 能 整除 4 或 a Ж 
被 总 整除 , 记 作 bta. 


整除 这 个 概念 虽然 简单 ,但 却 是 数论 中 的 基本 概念 ,我 们 很 容 
易 从 定 广 出 发 ,证 明 下 面 那些 关于 可 除 人 性 的 基本 定理 . 
定理 1{ 传 递 性 }) 车 a 是 5 的 税 数 ,是 “的 倍数, 则 a 是 < 
的 倍数 ,也 就 是 由 
ф|а,с\ф=>с|а. 
证 6a,clb 就 是 说 存在 两 个 整数 a1,5, 使 得 
а = аб, В фус 
成 立 , 因 此 
а= (ab )e, 
Hab 是 一 个 整数 , 故 cla. 证 完 
定理 2 车 a,5 都 是 mx 的 倍数 , 则 a + b 也 是 m 的 倍数 . 
证 а,Ь т 的 倍数 的 意义 就 是 存在 两 个 整数 a,,5) ,使 得 
azam, b= bm. 
因此 
а*ф=(а,+Ьу)т, 
但 ath, ЖЕЙ, а + Ж ж HRX. E 
用 同样 的 方法 ,可 以 证 明 
定理 3 Ë apan, a, MÆ m Е, фф, ЖЕ 
Жп 个 整数 , 则 фа, + gart t фа, 是 mm 的 售 数 . (证 明 留 给 读 
者 .) 
上 面 我 们 仅 就 能 够 整除 的 情形 初步 地 讨论 了 一 下 ,至 于 在 一 
般 ( 即 未 必 能 整除 的 ) 情 形 下 ,我们 有 下 面 基本 而 重要 的 定理 . 
定理 4( ЖЕМЕ) Fa, b 是 两 个 整数 ,其 中 5>0, 则 存 
在 做 两 个 整数 g 及 ,使 得 
а= bg + r ,Ü= к< р (2) 
成 立 E g 及 + 是 惟一 的 . 


T RMA A= p тн А ШЫ НЕШ В 
. 2 . 


Ш 作 整 数 序列 
“736, -25,- b,0,5,.2bh 3hb 1. 
Ша 必 在 上 述 序 列 的 某 两 项 之 间 , 即 存在 一 个 整数 g 使 得 
аё<а< (q+ 155 
ЁЗ. Ф а - а= r, a = bg t н, Ое <Б. 
下 面 我 们 证 明 4 ,r 的 惟一 性 : 设 2... 是 满足 (2) 的 两 个 整 
数 , 则 


a = фе + r i Ü=: > < 5, 


因而 bq i T r= bq + r, 
于 是 blg- g) Eror, 
故 blq 2 = r rl. 


内 于 了 及 ”都 是 小 于 五 ВЕ, BUL ESC ЖЛ ЖЕЛЕ 5 É5. tn E 
979. ЖЩ L KE RENTER. AE q= П r= +. 证 完 
整数 的 很 多 基本 性 质 ,都 可 以 从 定理 4 引导 出 来 .我们 可 以 说 
这 一 章 最 主要 揭 部 分 是 建立 在 定理 4 的 基础 上 的 . 
+ EX :(2) 中 的 了 叫做 < Ж» 除 所 得 的 不 完全 商 ,x ЧЕ а 被 
b 除 所 得 到 的 余数 . 
为 了 更 好 地 了 解 这 个 定义 ,我 们 举例 说 明 如 下 ; 
m 设 5=15, 则 当 a=255 时 
a=175+0,r=0<15, 而 g=17; 


当 4 二 417 ff, 
a=27b +12,0< r=12<15, q =27; 
当 а= —81 时， 


а= –-65+9,0<ғ=9<15,ї g = – 6. 
2) 题 
1. 证 明定 理 3. 


2. WEH 3\я(яжя+1)(2я +1), h n Riti S $. 
3. Ф aza + by, 是 形 如 ал + ipler, yp EE SR о, р ЖГ A. аА 
的 整数 ?的 数 中 的 最 小 正 数 , 则 


[axa t Ву): Сах + бу), 
其 中 х,у 是 尾 何 整数 . 
4. 若 a b 是 尾音 二 整数 ,是 5 关 0, 证 明 ; 丰 在 两 个 整数 s,t 使 得 


а= йз +, | 18121 


成 立 , 并 且 当 性 是 奋 数 时 ,s,: 是 惟 -- 存 在 的 . 当 b 是 俩 数 时 结果 如 何 ? 
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有 了 带 余 数 除法 ,我们 就 可 以 着 手 研 究 整数 的 最 大 公 因 数 的 
存在 问题 及 其 实际 求法 ,在 研究 过 去 中 ,我 们 要 用 到 基本 而 重要 的 
ЖОНЕ. 

ЖУ Hana . a, 是 n(n 之 2) 个 整数 .车 整数 а 是 它们 
之 中 每 一 个 的 因数 ,那么 d WHE a ,4a;,… a, 的 一 个 公园 数 . 

整数 annua, 的 公 因 数 中 最 大 的 一 个 叫 作 量 关公 因数 ， 
记 作 (ae ,ai), 若 (al …, ay)=1 П а, а.а, 
HERRER, Ë ауа, ,a, 中 每 两 个 下 数 互 质 , 我 们 就 说 它们 两 
两 互 质 . 

显然 , 若 整 数 aliasr,…,a. AAAA, MCa a ea) =l, 
反 过 来 却 不 一 定 成 立 ( 很 容易 举 出 上 反例 }, 且 车 anara, 不 全 
AE, , 则 (ai ,a;,… a R FEB. 

为 了 讨论 时 免 去 区 划 正 负 整 数 的 麻烦 ,我 们 先 证 明 

定理 1 着 apan ,4 是 任意 个 不 全 为 零 的 整数 , 则 

(з) asas," a, Flail, laala ,| a,| 的 公园 数 相 同 ，; 

(ii) (a,,a,,"" a, )= (а, |1,1, , а, 0). 

证 а Easan a, Е. HE 2 dļa i=l, 

„4. 


2, A dlia |, = 1,22, n k d Æla l, lal, (а, | 


的 一 个 会 因数 , 同 法 可 证 ,alias ,|a.| 的 任 一 个 公 因数 都 
是 баалуу 6 ЙО ААУ У, dja u GE, Баі ‚| a, | — 
[a,| 有 相同 的 公 因 数 , 即 习 ) 获 证 .由 (i) 立 得 (i). 证 完 


定理 1 的 (ii 告诉 我 们 ,要 讨论 最 天 公 因 数 不 妨 仅 就 非 负 整数 
去 讨论 ,下面 我 们 首先 看 两 个 非 负 整数 的 情形 ， 

定理 2 oE EE, UG 与 8 的 公 因 数 就 是 5 的 
因数 ,反之 ,5 的 因数 也 就 是 0 与 5 的 公 因 数 . GNO, b= 5. 

证 显然 0 与 8 的 公 因 数 是 5b 的 因数 ,由 于 任何 非 零 整数 都 
是 0 的 因数 , 故 b 的 因数 也 就 是 0,5 的 公 因 数 , 于 是 (i) 获 证 .其 
次 ,我 们 立刻 知道 b 的 最 大 因数 是 5; 而 0,5 的 最 大 公 因 数 是 5 的 
最 天 因数 ,故人 0,65) = Б. 证 完 

由 定理 1,2 立刻 得 到 中 

推论 2.1 #5 是 任 一 非 零 整 数 , 则 (0,5) = 161. 

定理 3 设 a,b,c 是 任意 三 个 不 全 为 0 的 整数 , 且 

а= ро ъс, 
ЖФ ç АЗЕ, N a,b 与 5,c НЕА ВЭ, Т (а, d) 
= (Ё, с}. 
“证 #4Жа,5 的 任 一 公 因 数 , 由 定义 ,dia,d15. 由 $1 定 

Ж 3,4 Жс=а+(-д)ь 的 因数 ,因而 d 是 85,c 的 一 个 公 因 数 . 
辣 法 可 证 ,8,c 的 任 一 公 因 数 是 = ,5 的 一 个 公 因 数 .于 是 定理 的 前 
一 部 分 获 证 .第 二 部 分 最 然 随 之 成 立 . 证 完 

现在 我 们 介绍 一 下 辊 转 相 除法 . 它 有 很 多 应 用 :可 用 以 求 出 两 
个 正 整数 的 最 大 公 因 数 ; 价 此 推出 最 大 公 因 数 的 重要 性 质 ; 还 是 解 
一 次 不 定 方程 的 基本 工具 . 

设 a ,5 是 任意 两 个 正 整 数 ,由 带 余 数 除 法 ,我们 有 下 面 的 系 


D ”我 们 用 推论 2.1 串 示 定理 2 的 推论 |. 


列 等 式 : 
а= Вау fr Ü< r < 5, 
b= тд + r. Ü< < ғ, 
lass. (1) 
Pa 25 Fa ай bn Ü< r S< Fn 


F. 1” "ata +1 i Farlati = 0. 


因为 每 进行 一 次 带 余 数 除 法 ,余数 就 至 少 减 一 ,而 五 是 有 眼 的 ,所 
以 我 们 最 多 进行 5 次 带 余 数 除 法 ,总 可 以 得 到 一 个 余数 是 零 的 等 
式 ! 即 ,=0.(1) 式 所 指出 的 计算 方法 , 叫 作 罗 转 相 内 法 .在 西方 
常 把 它 叫 散 欧 几 里 得 除法 . 它 也 就 是 我 国 著 名 的 古代 数学 著作 4 九 
章 算 术 * 中 提出 的 "更 相 酸 损 术 ”. 现在 我 们 证 明 

定理 4 Ea, b 是 任意 两 个 整数 , 则 (a ,5) 就 是 (1) 中 最 后 一 
个 不 等 于 零 的 余数 , 即 {a ,5) r,. 

证 由 定理 2.3 即 得 


r, = (Ü,r,)= (r... i r.) 


=r r E 

=(ri,b)= (a,b). 证 完 
由 于 r, 能 够 用 轻 转 要 除法 直接 算出 ,所 以 轰 转 相 除 法 给 出 了 求 两 
整数 的 最 大 会 因数 的 实际 下行 的 算法 . 


由 定理 2,3 及 (1) 我 们 还 可 以 得 到 

推论 4.1 a,b 的 公 因 数 与 (a ,5) 的 因数 相同 {证明 留 给 读 
Ж). 

由 以 上 的 讨论 ,我 们 可 以 看 到 , 若 a.b 两 幕 数 中 有 一 为 零 , 面 
六 一 数 不 为 零 时 , 则 (a ,5) 为 不 等 于 零 的 数 的 绝对 值 , 若 a,5 两 
数 都 不 是 零 时 , 则 a , 最 大 公 因 数 可 以 由 (1) 实 际 地 算出 来 . 

我 们 看 两 个 例子 ， 

Fil а= – 1859, b = 1573, H 8 1, ( ~ 1859,1573) = 

А б А 


(1859,1573). 


lal=1859 | 1573 = b 1859= 1х 1573 +286 
1573 | 1= 0 1573 = 5 х 286 + 143 


286 = 2 х 143 
PREL – 1859,1573) = 143. 


0] 2 а= 169,6= 121. 


169 | 121 169= 1х 121 +48 
121 121:=2х48 +25 


48=1х25 +23 
25=1х23+ 2 


23=11х2+ 1 
2=2х1 


ВТЕ (169,121) =1. 


我 们 再 证 明 两 个 最 大 会 因数 的 性 质 , 即 
定理 5 设 4a,» 是 任意 两 个 不 全 为 零 的 整数 ,(i) 知 m 是 任 
一 正 整数 , 则 


(ат, бт) = la, bm. 


(ü) #8 Жа,» 的 任 一 公 因 数 ， 则 (条 ， = е 2, 特别 


(саву саву) = 
证 "а,в 有 一 为 零 时 ,定理 显然 成 立 , 今 设 a,b RAAF. 
(i) 由 定理 lam,bm)={t|alm, blm),(a,b)m= (lal, 
lb Dm. AETB E a b 都 有 是正 数 .在 (1) 里 ,把 各 式 两 边 同 莱 
以 т, 8018 
ат = (bm )ag, + rim; Drim < bm, 


bm = (r, m)g, + r.m ,Ü)]< r,m < кут, 


F. 一 了 ™ = (кт), ат: 
由 定理 4 得 (am ,5m)= rm = (а, Б) т, СЕ. 
(Hi)PR0 2 EB 1, 


ja | [21 = _ 
[2° )!5!=(1әт!ё!-тд]\8!)= а) = (а,в), 
_ (a,b) 
ü 全 全) 和 
b ` 
ы a= (а,в)ю}, EREN [#9 | =1. 证 完 
现在 来 研究 两 个 以 上 整数 的 最 太公 因数 .由 定理 1 及 2 我 们 
AWE a ,a,,… ,a, 是 任意 TERS. A 
{(аз,а;)=4,,(4„,а,) = dys as) 一 人. (2) 
于 是 我 们 有 
ЕНЕ 6 者 Ajat’, Жл ТЭ, (а, а, a, = 
d- 


证 H(2), q la, d la. fH d, lao d. | d. 1, BE 
dlas d. ld, 3. 由 此 类 推 ,最 后 得 到 а, |a, а, |а. 
4,1а,, Ва, 是 alias a КАН. МЕ d apat, 
а, 的 任 一 公 因 数 , 则 dja dla, HHI 4.1,2 14, , Р 30 
4.1,91d;, 出 此 类 推 ,最 后 得 414,. 因 而 ааа, A d, E 
aras, a, 的 最 大 公 因 数 . 证 完 


2] 题 


І. EHHE 4.1. 

2. ПЕН S 1 2)88 ЗАЯ (а, 5р) = ак t бу, ЖН axr, + hy, ЕШ ar + 
руб, у 是 任意 整数 ?的 整数 里 的 最 小 正 数 ,并 将 此 结果 推广 到 ”个 整数 的 
ЖР. 

3. 应 用 人 1 习题 4 证 明 侍 意 两 整数 的 最 大 从 因数 存在 .并 说 明 其 求法 . 
试用 你 所 说 的 求法 及 统 转 相 除 法 实际 算出 576501 ,97191》 . 


4. 证 明 本 节 (1) 式 中 的 nR. 


$3 整除 的 进一步 性 质 及 最 小 公 倍 数 


在 上 节 中 我 们 看 到 了 轻 转 相 除法 在 研究 量 大 公 因 数 的 过 程 中 
的 重要 性 .在 这 一 节 里 我 们 要 研究 上 节 (1) 式 中 n Ба,» 的 关系 ， 
由 此 可 以 得 出 关于 整除 的 进一步 性 质 . 此 外 ,在 本 节 里 面 还 要 讨论 
到 最 小 公司 数 及 其 重要 的 人 性 质 . 
нЕ, ee 是 任意 两 个 正 整 数 , 则 可 以 得 到 下 列 诸 等 式 ， 
а= 50, tr Ü< r <b, 
b= riq. T r, Ü< к< гү, 
(1) 


Fa a D Fager T Fpp Ü < Far i гь, 


Fa-1 7 Fanen: 


于 是 我 们 有 
定理 1 a,b 是 任意 两 个 正 整 数 , 则 
Qa- РЬ = (1), 1,7, (2) 
其 中 
P.,=-1,P, =q i P, = g. t Pigs 
Q.,—=0,Q = 1,Q, = Q + 6,2, 
证 3 A= 18RBF (2) 510 y = k = 2 时 ， 
r= —[aq, — b(1+ q iq.) ]. 
但 lta q I = q P t Pog = q s 1+0-q Q + б, 
Ër Qa- P,b= (1) r, P= qa P. + P... Q, = q. Q, + ©. 
假定 (2),(3) 对 于 不 超过 上 六 2 的 正 整 数 都 成 立 , 则 
(— Irea =(— (ri gur) 
=(Q, ,a — P, b) + q. (Qui — Ph) 
= (gq, ÜQ, + Quda — (gq, P, + P, 1)b. 


bB=2, n. (3) 


页 Qa P abl 1) r,s 
其 中 P, =a aP, + P, Q. = q GQ, + Q... 
由 归纳 法 ,定理 为 真 . 证 完 


推论 1.1 Жа, 是 任意 两 个 不 全 为 零 的 整数 , 则 存在 两 个 
整数 ,+ 使 得 
as+bt=(a,b). (4) 
定理 2 Fa, b, 是 三 个 整数 ,有 生 (a,c)=1, 则 
(i)ab,c 与 5,c 有 相同 的 公 因 数 ， 
(u) (ab,c)=(5,c), (5) 
上 面 假定 了 5,c 至 少 有 一 不 为 零 . 
证 (由 题 设 及 推论 1.1, 存 在 两 个 整数 ; .i 满足 等 式 
ast g =l. 
PÆL 5, 即 得 
(ab)s + ctbt) = b. 
. ]0 ， 


I d аЬ 与 c 的 酝 一 公 因 数 . 和 由 上 式 及 $1 定理 3,4165, 因 
而 db, 的 一 个 公 因 数 . 反 之 b,c 的 任 一 公 因 数 显 然 是 a8 ,ec 
的 一 个 会 因数 , 故 (i 著 证 . 

(这 因为 b, PERG, (b,c) EEBS, A m h Ci) Beg 
(ub ,r) 存 在 , 且 

(аё,с) = (b,c) 证 完 

ЖЕЕ 2.1 Ж“ (а.с)=1,с|а&,Ж| elk. 

证 ”上 由 定理 2 及 $2 定理 2,3 得 

ic l= (ab,c) = (hp,c), 
ЁХ|с| |5, clh. 证 完 

推论 2.2 Banana, Bb, bob, 是 任意 两 组 整数 . 
车 前 一 组 中 任 一 整数 与 后 一 组 中 任 一 整数 互 质 , 则 аа-а. 与 
йб, b, EM. 

证 ”由 定理 2, 我 们 知道 

(ауаз а„,б,) = (азазута,ф,) 
= = (apb) = 1,ў = 1,2, m. 
上 骨 用 定理 2, 
(aar a, bib, b.) = (aa a, Drby b.) 
=* = (a8 a, 0n = 1. ЙЕЗЕ 

正面 我 们 应 用 刚才 得 到 的 关于 整除 的 性 质 来 研究 公 倍 数 与 最 
小 公信 和 数 ， 

ЖУ Pha,.a,, ,a 是 n(n 守 2) 个 整数 . 若 d ВХ » 个 数 
的 倍数 , 则 2 就 叫 作 这 л 个 数 的 一 个 公 伴 数 , 又 在 а, а.а, 
的 一 切 公 倍数 中 的 最 小 正 数 叫 作 最 小 公 倍 数 , 记 作 [ai aa e, 
anl. 

由 于 任何 正 数 都 不 是 0 的 倍数 , 故 讨论 整数 的 最 小 公 售 数 时 ， 
一 概 候 定 这 些 整数 都 不 是 零 ， 

定理 3 Taya,a1=[|ay|,|as|,… ,1a,|], (证 明和 留 给 

рр. 


读者 ) 

同 最 夫 公 因数 的 情形 一 样 ,我 们 先 研究 两 个 整数 的 最 小 公信 
Жж. 

定理 4 a.b REEDER, MGa, b 的 所 有 公信 和 数 
就 是 [a ,#551 的 所 有 信和 数 ;(iDa,。 SENARES s SA iS 


公 因 数 除 它们 的 乘积 所 得 的 商 , 即 [ac,b1= асла 特别 地 ,者 


(a,58)=1, 则 [a,b]=a'b. 
证 жт Еа, b 的 任 一 公司 数 . 由 定 疼 可 设 
т = ah = bk. 
S а= а, (а, b}, 5 = b (a,b), A ЖИВ 
ak b, Ë . 
BH S2EBH5,(a b )=1, НЮ 2.1,5,.1k Hl 


m’ =ak= abt = 6, (6) 


其 中 ЗЬ 56. 反 过 来 , 当 为 任 一 整数 时 ， 22у: 为 


a b ATARAR, А (6) Н] ИЛ SR a, b 的 一 切 公 倍数 . 令 上 =1 
即 得 到 最 小 的 正 数 , 故 


[а,в] = ү ©. 
RPC DARIE. VH (6), (ARIRE. ШЕ ЗЕ 
现在 讨论 两 个 以 上 整数 的 最 小 公信 和 数 . 设 4a,a,,…,a,。 Жн 
个 下 整数 , 令 


Laisa] = m, [zzzyG3] = mar" [m,.a.a,] = M,e (7) 
我 们 就 有 
定理 5 Ж aj a a, Ë n ( n 22)" IE 3 3%⁄ ,出 
Laja a, ] = m 


证 Н (7), т, |эн,,,„к=2,3„+=,п—1]1.,Ң a l| т›.а, M, 
. j2 > 


i 二 2,3, n й m, Æa ant a, 的 一 个 公信 数 .反之 , 设 m 
是 aa toa, Е К, а (т, ат, НЕ 4(1)， 
mlm. 3X аз m, IFE t E 401) 18 mil т. ff Ж ME. Ea a E 
т.т. BE т, | m |. 
ni = [a,, a... a, 1. 证 完 
由 于 最 大 会 因数 可 以 实 陈 地 求 出 来 ,因此 定理 3,4,5 # H, f 
最 小 公 和 倍数 的 求法 . 
注 :; 对 于 多 项 式 来 说 , 带 余 式 除 法 也 可 如 下 稍 作 改变 证 明 其 成 
立 :我们 知道 形 如 
P(x) = ar tar t + am tasa 20, (8) 
其 中 п 为 正 整 数 ,a6,a1,… ,a, 为 实数 (或 某 一 数 域 的 元 率 ) ,被 称 
为 二 次 多 项 式 . 于 是 多 项 式 的 带 余 式 除 法 就 可 以 叙述 为 : 
Ë Ptx),M(x) 是 任意 两 个 多 项 式 , P ( z) ЖЖЖ 
M(xz), 则 存在 两 个 多项式 Q (z), R(z 0848 
Р(х) = Ө(х)М(х) + R(=}, (9) 
其 中 R(z)8FRK3O PT M (xz) 的 次 数 , 并 且 Q(z) 和 Rra- 
НЧ. 
它 的 证 法 作 如 下 的 改变 , 25 
М(х) = Бх" tee + bx + ba bn 2 0, 


则 Р(х) – рта" “M(x)( 记 为 P(x)) 为 一 多 项 式 ,次 数 最 多 是 


п 一 1, 因 而 Р(х) = "z" "M(z) + P(xz). 依 照 同样 的 办 法 考察 


Р,(х), Mt{r) ,可 得 一 次 数 更 低 的 多 项 式 ,如 此 类 推 ,最 后 即 得 多 
项 式 的 带 余 式 除 法 (9)， 
至 于 本 章 所 讨论 的 概念 算法、 整数 的 整除 性 、 因 数 、 倍 数 的 各 
种 性 质 以 及 下 一 节 的 等 术 基 本 定理 都 可 以 不 困难 地 用 类 似 的 手法 
对 多 项 式 证 明成 立 . 第 三 .四 章 也 有 很 才 性 质 对 多 项 式 也 相应 成 
. J3 : 


立 ,如 果 读 者 学 习 过 和 多项式 的 基本 性 质 , 不 妨 作 为 复习 重新 演练 一 
遍 ,进一步 理解 整数 的 整除 性 与 多 项 却 的 整除 性 的 联系 ;如 条 没有 
学 过 , 则 不 妨 和 逐一 考察 其 成 立 与 否 ,肯定 会 大 有 好 处 的 . 


5] 是 


Y. ЪЕ MES e, 旺 互 质 的 充分 与 必要 条 件 是 :存在 两 个 整数 s,: 满足 

Т 
аз + =]. 
2. 证 明定 理 3. 
3. 设 
Ta {10} 

是 一 个 整数 系数 密 项 式 且 auvav 都 不是 零 , 则 (1) 的 有 理 根 只 能 是 以 au Д 
数 作 分 子 以 a, 的 因数 作 分 母 的 既 约 分 数 , 并 由 此 推出 /2 不 是 有 理 数 . 


$4 质数 算术 基本 定理 


EEKE, 的 正 因 数 就 只 有 它 本 身 ,因此 在 整数 中 间 1 占 
有 特殊 的 地 位 . 任 一 个 大 于 1 的 整数 ,都 至 少 有 两 个 正 因 数 , 即 1 
同 它 本 身 ,我 们 把 这 些 数 再 加 以 分 类 ,就 得 到 于 面 的 

ЖХ 一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 它 的 正 因 数 只 有 1 及 它 本 身 ， 
就 叫 作 质 数 (或 素数 ) ;否则 就 叫 作 合 数 . 

和 质数 在 研究 整数 的 过 程 中 扣 有 一 个 很 重要 的 地 位 ,本 节 的 主 
要 目的 就 是 要 证 明 任 何 一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 不 论 坎 序 ,能 惟一 
地 吉成 质数 的 乘积 .我 们 先 证 明 每 一 个 大 于 1 的 整数 有 一 质 因数 ， 
即 

定理 1 a 是 任 一 大 于 工 的 整数 , 则 a 的 除 1 外 最 小 正 因 
数 q 是 一 质数 ,并 且 当 a BARN, суа. 

证 ”假定 ç 不 是 质数 ,由 定义 ,g 除 1 及 本 身 外 还 有 一 正 因数 
91; 因 而 1<g<g. 但 gla, 所 以 gi|a, 这 与 a 是 a 的 除 1 外 的 最 

4， 


MERRTE M g 是 质数 ， 
当 a 是 合 数 时 , 则 a = aa, 且 а, >1, Ща 是 质数 .由 于 o 


是 a 的 除 1 外 的 最 小 正 因数 ,所 以 gs 过 ay ада = а, да. 


Ш 

定理 2 车 pb 是 一 质数 ,a 是 侍 一 整数 , 则 a 能 被 p 整除 或 p 
与 a 互 质 . 

证 因为 Cp,a)|p,(p,a)>0, 由 质数 的 定义 ,{p,a)=1, 或 

(р,а) = p. В1(р,а) = 18 pla. ШЕ 5 


ЖФ 2.1 а, а, ,а, Жл 个 整数 ,p 是 质数 . 若 
Plaias…a,;: 则 Op 一定 能 整除 某 一 a;. 

证 假定 ara, тс a, 都 不 能 被 p 整除 , 则 由 定理 2 

(pra)=1,i=1,2, n. 

Н 93 #16 2.2,(р,а,а,а,) = 1,19 plaar a, ЖОН. 
ЁК ЙЕР IK HE. 证 完 

定理 3( 算 术 基 本 定理 ) 任 一 大 于 1 的 整数 能 表 成 质数 的 乘 
积 , 即 尾 一 大 于 1 的 整数 

a = рур b. b < b; чс =< po (1) 
其 中 popon, p. 是 质数 ,并 且 若 
а = pas qi < 9 < = gas 

其 中 qaq... q. 是 质数 , 则 m= n,g = p i= 1,2, m. 

证 我们 用 数学 归纳 法 先 证 明 (1) 式 成 立 . 当 a=2 时 ,(1) 式 
显 狼 成 立 .假定 对 一 切 小 于 a 的 正 整 数 (1) 式 都 成 立 ,此 时 若 a 是 
质数 , 则 (1) 式 对 a R A a 是 合 数 , 则 有 两 正 整数 bc 满足 条 件 

а = bc, < b < a,1 < c < а. 
由 假定 b= рур br c= bin bisa bis 
于 是 a= рурат biba р. 
将 ;的 次 序 适当 调动 后 即 得 (1) 式 , 故 (1) 式 对 a 成立. 由 归纳 法 
即 知 对 任 一 大 于 1 的 正 整 数 ,(1) 式 成 立 . 
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# a= фа, А 
Pi bat b. = 92779 (2) 
因此 p ааз q a ча! раро Pe 由 推论 2.1, 有 р. q, ER 
bloq lp E ç. р 都 是 质数 , 帮 pi = q a qi рь. R Ра Pus 9, 
= q, |, X 
q = bi < b, = qu 因而 p= 9, = 9. 
由 (2) 式 р, р, = guga, EET IR р, = 9,. 依 类 推 ,最 后 即 得 


п= т.р = g iSl, Суп. 证 完 
由 定理 3 立刻 得 到 
推论 3.1 任 一 大 于 1 的 整数 a 能 够 惟一 地 写成 
а = pt" py e, > б, — 1,,k, (3) 


其 中 ep < plii). 

(3) 叫做 a 的 标准 分 解 式 .在 应 用 中 ,为 方便 计 , 有 时 我 们 播 
进 若干 质数 的 零 次 蹇 而 把 a AR TERE: 

а = рир pria, 2 0,íi = 1,2,." 1. 

推论 3.2 Ба КТІ, В 

а = риро рза, > б. = 1,2,5, В, 
则 а HERH ad 可 以 表 成 
d = pipo p,a, > 8, 22 0,2 = 1,2,.…,k 
的 形式 ,而 且 当 9 可 以 表 成 上 述 形 式 时 ,4d 是 a 的 正 因数 . 

证 # dla, Ш a= dg, 由 推论 3.1 Я a 的 标准 分 解 式 是 惟 
一 的 , 故 a 的 标准 分 解 式 中 出 现 的 质数 都 在 p (j= 1,2,… k) P 
出 现 , 且 p, 在 a 的 标准 分 解 式 中 出 现 的 指数 请 芳 a, 亦 即 8 <а,. 
反 过 来 当 有 8 过 w 时 ,a 显然 整除 a . ЧЕ Ж 

我 们 应 用 推论 3.2 可 以 得 到 下 面 的 推论 ,这 是 中 学 教科 书 中 
求 最 夫 公 因数 及 最 小 公信 数 的 根据 . 

推论 3.3 设 =, 声 是 任意 两 个 正 整数 , 且 

а = pripr' риа, 0 
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p= риро pe,B 220,0 = 1,2,5, 6, 
出 
(a,b) = pupr'' př, 
[a,b] = риро ро, (4) 
其 中 y, = тіп(а,, 8,), 8, = шах(а,, 8,),2 = 1,2,5, k CEH 20 
A) minfa, PORR а,, 8, РАЛУ В, тах(о,, 8.328 a,, B. 中 
较 大 的 数 . 
上 上面 我 们 从 理论 上 证 明了 任意 一 个 正 整 数 有 惟一 的 标准 分 解 
式 .但 在 实际 计算 中 我 们 还 没有 简易 可 行 的 方法 去 判断 哪些 正 整 
数 是 质数 ,也 没有 简易 可 行 的 方法 去 求 出 一 个 正 整 数 的 标准 分 解 
式 . 这 中 间 主 要 的 原因 是 由 于 质数 在 正 整 数列 中 的 分 布 情形 是 很 
不 规则 的 (这 一 点 还 要 加 以 介绍 ). 但 在 另 一 方面 ,我 们 根据 质数 的 
定义 及 其 性 质 , 可 以 造 员 质数 表 来 以 供应 用 . 
任 给 一 个 正 整数 N, 可 以 按照 下 述 方 法 求 出 一 切 不 超过 N 的 
质数 :把 不 超过 N 的 一 切 正 整数 按 大 小 关系 排 成 一 串 
1,2,3,4,.…,N. 
首先 划 去 1, 第 一 个 留 下 的 是 2, 它 是 一 个 质数 
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,.…,N. 
其 次 ,从 2 起 每 隔 一 位 划 去 一 数 ,这 样 就 划 去 了 2 的 一 切 倍数 ， 
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,--, N. 
第 一 个 留 下 未 划 去 的 是 3, 它 不 是 2 的 倍数 ,因此 是 一 个 质数 . R 
后 人 只 3 起 每 隔 两 位 划 去 一 数 ,所 划 去 的 数 就 是 3+ 35% (m = 1, 
2,…) ,它们 是 3 的 一 切 信 和 数 (3 本 身 除外 ): 
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,:--,М№. 
ЖЛ РЖ S, ЖЕЛЕ ЕНИ (2 及 359453. 
B EDA КА, 5 ESA 5-1-4 位 划 去 一 数 ,所 划 去 的 
数 是 5+5m(m =1,2,--),ШЖ)® 5 的 一 切 倍数 (5 ЖЕРИЙ ЛЬ): 
1,2,3,4,5,6,7.8,9,10,11,.…,N. 
А 17 А 


如 此 继续 进行 ,所 划 去 的 都 是 台数 ,第 一 个 留 下 的 都 不 是 比 它 小 的 
质数 的 倍数 ,因此 总 是 一 个 质数 .用 这 种 方法 可 以 逐一 地 把 质数 求 
出 来 .这 种 方法 是 希腊 时 代 幼 拉 脱 斯 展 纳 (FEratosthenes) 发 明 的 ， 
它 好 像 用 季子 饰 出 质数 一 样 ,所 以 称 为 幼 拉 脱 斯 展 纳 秘 法 . 

要 求 出 不 超过 N 的 一 切 质 数 ,根据 定理 1, 只 需 把 不 超过 w N 
的 质数 的 倍数 旭 去 就 行 了 ,这 是 因为 不 超过 N 的 侣 数 的 最 小 质 图 
数 总 是 不 超过 v 的. 

为 了 更 清楚 地 了 解 质数 表 的 造 法 ,我 们 举 N = 30 为 例 , 此 时 
w 30<6. 


I, 2, 3, Ж 5, җ т, K N M. 


11, É, 13, И, YS, 26 17, XK 19, Ж, 
м, 2, 23, М, 25, 26, 22, Ж, 29, %, 


故 不 趋 过 30 的 质数 是 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29. 

上 述 造 质数 表 的 方法 并 不 能 在 有 限 步 以 内 把 正 整 数 中 的 一 切 
质数 都 找 出 来 ,因为 我 们 有 

定理 4 质数 的 个 数 是 无 穷 的 . 

Ш ”我们 用 反 证 法 来 证 明定 理 .假定 正 整数 中 只 有 有 限 个 质 
Ж.Ш ру, ра, p. pb рә += N, MJ N>1. REM L, 


N 有 一 上 项 因数 户 .这 里 p= р,,1= 1,2,5, ËF f WJ b| PiP: U Pis 
PIN ,因此 p11, 面 与 y ERATE. i p 是 上 面 个 质数 以 外 的 
质数 ,因此 定理 获 证 . 证 完 


从 这 一 章 可 以 看 出 判断 一 个 整数 是 合 数 还 是 质数 以 及 如 何 具 

体 地 进行 因数 分 解 涉 及 很 多 运算 ,而 且 现 代 的 加 密 技 术 需 要 判断 

称 找 出 大 的 质数 ,例如 ,50 位 或 者 更 高 位 数 的 质数 ;解密 技术 需要 

分 解 大 数 .虽然 我 们 上 面 说 过 " 幼 拉 脱 斯 谨 纳 和 法 可 以 之 一 地 把 质 

数 求 田 来 ”, 但 是 实际 上 即使 动用 超级 计算 机 ,要 想 求 出 一 个 大 的 
. JÄ + 


质数 ,例如 100 位 以 上 的 质数 ,也 是 非常 困难 的 ,分 解 天 数 就 更 为 
困难 ,这 些 将 在 第 三 章 加 以 介绍 .现在 介绍 一 些 与 此 有 关 的 经 典 问 
题 .例如 ,通常 称 形 如 F. =2 +10 =1,2,…) 的 数 为 音 马 数 . 费 
蕊 自己 知道 从 F, 到 下, 都 是 质数 ,然后 他 猜想 所 有 的 F. 都 是 质 
数 .后 来 欧 拉 发 现 F. 不 是 质数 , 它 有 一 个 真 因数 641, 直 到 上 世纪 
末 数 学 家 用 他 们 创造 的 各 种 方法 ,经 过 超级 计算 机 的 计算 得 知 ,从 
F, 到 F; 都 是 合 数 ,还 不 知道 fF, 是 合 数 还 是 质数 .现在 许多 数学 
家 认为 :F 之 后 的 费 马 数 都 是 合 数 , 但 是 这 只 是 一 个 猜想 . 费 马 数 
与 下 列 尺 规 作 图 问题 有 关 : 正 ” 边 形 可 尺 规 作 图 的 充 要 条 件 是 x 
23 且 半 的 最 大 单 因数 是 不 同 的 费 马 质数 的 乘积 . 另 一 个 有 趣 的 
HEER TISA (Mersenne) $. EA M. =2" — (n =1,2,…) 的 
Ж. КЫШ ЛЕК. ЮМ. RA „ 为 质数 时 ,AM 才 可 能 是 质数 . 当 
п=2,3,5,7 时 ,相应 的 M. 确 为 质数 ,但 对 于 大 于 11 的 质数 n, 
М, PRAMA, XAAR. ME 1094 年 底 , 已 知 的 最 大 梅森 数 为 
Моз .是否 有 无 穷 多 个 梅森 数 是 一 个 未 解决 的 难题 .梅森 数 与 完 
全 数 ( 即 一 切 正 因数 的 和 等 于 该 数 的 二 倍 ) 有 关 , 即 数 a 是 双 完 全 
数 的 充 要 条 件 是 它 能 表 成 27 M, (M, 为 梅森 数 ) 的 形式 (数论 
导 引 # 第 一 章 S 9). 


2] 题 


І. 试 造 不 超过 100 Pb R K N. 

2. Ж 82 798 848 № 81 057 226 635 000 HIESA. 
3. 证 明 推 论 3.3 并 推广 到 ”个 正 整数 的 情形 ， 

4. 应 用 推论 3.3 ШЕНН ® 3 的 定理 l). 

5. 车 2"+1 是 质数 (n>1), 则 nn 是 2 УЕ. 


55 落 数 [x], ix} 及 其 在 数论 中 的 一 个 应 用 


在 上 一 节 里 面 我 们 讨论 了 把 任意 一 个 正 整 数 分 解 成 标准 分 解 
‚19. 


式 的 问题 .现在 我 们 就 给 出 n! 的 标准 分 解 式 的 一 个 公式 ,为 了 达 
到 这 个 目的 ,我 们 先 介绍 两 个 在 数学 中 常常 用 到 的 函数 :| zj 与 
Кар 

ЖУ УЕ T- H Ар ХЕ ЖК, Н 
[Lz] 的 值 等 于 不 大 丁 z Ж К: KK i BAE z 1). R 
ПЕ Гл: ИШ = АЧАБ, Ш x 的 小 数 部 分 . 


例 [=]=3,[e]=2,[ — z] = +121791-217 - 1; 


|- © + =$. Ini = 0.141 59---, {vy2}=0.414…， 


|- x} =1- 0.141 59... = 0.958 40-:+. 
Fa приз ЗЕҢ РЕА FE Ph ; 
х= [=]+4хі. 
[== z<[xz]+1,z=-1<[z]= z,0=#71/z1<1. 
[z2+z]=x+|[z],z2 是 整数 . 
Íz]+[y]<%[z+yl,lz1+ 1yl2 lz + у}. 
[—]= x: -1, 当 x 不 是 整数 时 ， 

—[ж]. 3# r Ж. 

ОВАН) a Б 是 两 个 整数 ,5 >0, 则 


а =b |+ |, <el- 
М ба. 是 任意 两 个 正 整 数 , 则 不 大 于 a 而 为 占 的 倍数 的 
正 整 数 的 个 数 是 | 2 |. 


证 a<b HRR B т 是 任 一 不 大 于 a 而 为 6 的 倍数 的 正 
整数 , 则 


= < шышы 


Ü< т = bm а, 
0< m <=. (1) 


故 满 足以 二 条件 的 m 的 个 数 等 于 满足 (1) 的 m, 的 个 数 ,因而 等 
+ 2Ü + 


定理 Én! ШИНЕЛИ УК PRA БС p< ) 的 指数 
м [eja] АЈ о) 


Р 
注意 . 若 >n, M| | =0, 故 上 式 只 有 有 限 项 不 为 零 ,因而 
有 意义 . 
证 设想 把 2,…,n 都 分 解 成 标准 分 解 式 , 则 由 算术 基本 定 
理 ,h 就 是 这 一 1 个 分 解 式 中 p 的 指数 之 和 , 设 其 中 p 的 指数 是 
r BA n, TAS), 
h =n, t 2n, + 3пу+ 
=n + N; Tj nte + 
п; + nt + 


n + "as 十 


=N + N; + Nyt.*:, 
其 中 N,= =, + н, T ARE, e,n 这 ?一 1 个 数 中 能 被 p B 


REPE азили, м, =|] t 


е ЕДЕД =s 
推论 1 лі = IT [z], 
рт 


其 中 [| 表示 展 布 在 不 超过 * 的 一 切 质 数 上 的 积 式 . 
P= <a 


. n! 
推论 2 ЯЕ тт рур (0<<а). 
证 НАА н=(л- А) +, 


pa 


. 31 . 


an De hA 
Hr 
Ip? [> рё 
由 推论 1 即 得 kI (и—#)! {л}, 帮 推 论 获 证 证 完 


推论 3 Jilo E n KERALA, O OEE k 
MIRAS) , 则 大 7 是 一 -次 整 系数 多 项 式 . 
证 PAL OE n-k 次 多 项 式 , 设 
f(z) = ад" + ааа" 
ME h x 的 系数 
(b + ilkti mi+1) (k +i)! 


b, = a, —— T = а,,, Fš 


k! 


+ +" + g + dgr 


k) 
由 推论 2 及 假设 知 为 整数 , 即 全 14 了 是 整 系 数 证 完 


大 家 都 知道 zzTT 是 一 项 式 系数 ,这 种 数 最 早 是 由 我 


国人 发 现 的 ,四 为 来 朝 杨 辉 在 他 的 著作 《详解 九 章 算法 f1261 年 ) 
里 指出 贾 宪 已 经 用 过 下 述 的 余 形 : 


1 6 15 20 15 6 :1 
HERTE 138 H OHARA WL E С В, BI p ia {ТЕ + — ir s: 
已 被 我 国人 民 所 发 现 .这 要 比 欧 洲 最 初 发 现 这 件 事 实 至 少 早 260 
a 22 a 


年 左右 ,要 比 Pascal 发 现 此 事实 (165s4 年 ) 里 400 年 . 
习 题 


1. Ж 301 的 标准 分 解 式 . 
2. п 是 任 一 正 整 数 ,a 是 实数 ,证 明 ， 


o [2га 


GD[e]+ | ar 二 | + аа 
: 3. 设 ,8 是 尾 意 二 实数 ,让 明 : 
(i)[a]-[8]=[a- BI 或 [a — B] + 1; 
(ü)[2a] +[28]2[a] + [a + 8] + [ 8]. 
1 DRAR Ar EJE ij Q= y = R LEER M, АЗЕ, НЕН 


式 
>) [Fie] 


GQ x= F: 


表示 平面 区 域 Q< =< ,0< учуб т) РИ ИЕ A (ЖЕЛЕ RRI КО. 
(DR р. 是 两 个 互 质 的 单 正 整 数 ,证明 
b g,]_ pol g-1 
> [ph D [p] ar 


ogra 0< у< £ 


(Ж r >00, T ÆR i+ ус? 内 的 整 点 数 , 证 明 ; 
2 
T=1+4[r]+8 5 [/z=2]-4|2] | 


ос: 
(їч n>0,T ЖҖЩх>0,у>0.лу< п 内 的 整 点 数 ,证 明 , 
т=з | 二]|- [Vs 
5, 证 п ЯН — Е, Н. 
=a +ар+а,ф +, р EMK, Os a <р, 
ERE п! 的 标准 分 解 式 中 , 质 因数 р 的 指数 是 
п — 8, 


h = ү. 


其 中 S, Sata, tat 
. 23 。 


BE 不 定 方 程 


中 国 古代 数学 家 张 丘 建 曾经 解答 了 下 面 的 题 上 : 

“ 鸡 菠 一 ,值钱 五 , 鸡 母 一 ,值钱 三 , 鸡 锥 三 ,值钱 一 . 百 钱 买 百 
X8 _ [в] 25 4% ВЕ Лр?” 

设 用 r.y: PIRRE 、. 鸡 母 , 鸡 条 的 数目 ,就 得 到 下 面 的 
方程 


S + 33 + тє = 100, 


=+ + е = 100. 


消去 = ,再 化 简 , 即 得 
7х +4y = 100. 


我 们 要 解决 这 个 问题 ,就 是 要 求 出 上 述 方程 的 非 负 整 数 解 .但 是 上 
述 方程 不 过 是 二 元 一 次 不 定 方程 的 一 个 具体 的 鲍 子 .所 谓 二 元 一 
次 不 定 方程 的 一 般 形式 是 


ах + by = c, 


其 中 а,Ь,с 是 整数 .不 定 方程 在 历史 上 有 极其 丰富 的 研究 ,文献 
极其 丰富 ,也 留 下 很 包 经 典 难题 , 另 一 方面 ,由 半数 学 应用 的 空前 
普 广 ,方程 及 不 等 式 的 整数 解 问题 研究 ,也 有 了 应 用 前 景 .我 们 这 
一 章 的 目的 就 是 首先 讨论 二 元 一 次 不 定 方程 有 整数 解 的 条 件 及 其 
解法 ,进而 讨论 多 元 一 次 不 定 方程 的 解法 ,最 后 介绍 几 个 高 次 不 定 
方程 及 著名 的 费 马 问题 . 


D ”此 题 系 《 张 丘 建 算 经 ?着 下 的 最 后 一 题 ,该 书 为 张 乒 建 所 著 ,作者 生 卒 年 代 今 已 
不 易 考 , 惟 知 该 书 在 限 代 已 经 广泛 流传 .该 书 今 传 本 在 《4 算 琶 十 书 ?之 内 
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$1 二 元 一 次 不 定 方程 


本 节 将 讨论 二 元 一 次 不 定 方 程 有 整数 解 的 条 件 , 并 且说 明 在 
有 人 解 的 情况 下 如 何 求 出 它 的 一 切 整数 解 .现在 先 假定 它 有 一 个 整 
数 解 ,说明 如 何 异 此 表 出 它 的 一 切 整数 解 . 
定理 1 设 二 元 一 次 不 定 方程 
ах + фу = с (1) 
(其 中 a,b,c 是 整数 ,是 =.5 都 不 是 0) 有 一 整数 解 x = z, у 一 
yo; 及 设 ta,5)= 二 dd,a 二 a1d ;了 ==544, 则 (1) 的 一 切 解 可 以 表 成 
r= z —bt,y = y ъа, (2) 
Ж г=0,+1,+2,-. 
证 既然 zy 是 (1) 的 解 ,当然 满足 ezo+ ру = с. КИ 
а(жо- bit) + blyat ait) = c + (ña, — ару)! = с. 
这 表明 对 任何 整数 上 2) 是 (1) 的 解 . 
设 ,y 是 (1) 的 任 一 解 , 则 ar + Фу = с, MERE ахо + 
Був = с, Ф 
а(х — хо) + b(y — yo) = 0, 
HERR azad, b=b d 得 到 
a (>° 一 za) =- b (y — уо). 
Ў d= (a,5), 故 (a1,61)=1. 由 第 一 章 $3 推论 2.1, 可 知 有 一 整 
Жү г 使 得 y — у = а, г, ЯК Вр y = ур + at. Ж УА E SÉ 18 >“ 
= жу— фу. > ,yy 可 表 成 (2) 的 形状 . 故 (2) 表 示 (1) 的 一 切 整 
数 解 . 证 完 
由 定理 1 我们 知道 , 当 {1) 有 一 整数 解 时 , 它 的 一 切 解 可 以 由 
(2) 表 出 来 .但 是 (1) 式 在 什么 精 况 下 有 解 ,我 们 还 不 知道 ,现在 给 
出 (1) 式 有 整数 解 的 一 个 条 件 . 
定理 2 (1) 式 有 整数 解 的 充分 与 必 变 条 件 是 (a ,5b)|c. 
. 25 。 


证 车 (1) 式 有 一 整数 解 , 设 为 хо, уь, M 
аху + бул = r. 
但 ta ,5) 整 除 a S b ATTER c, 故 条 件 的 必要 性 获 证 . 
Б 2 ,Ж(а,ьЬ) іс, Ш с=с (а, 6), су ERR. НБ 8 53 
推论 1.1, 存 在 两 个 整数 s. 满足 于 列 等 式 
as + bz = (a,5). 
令 ху sc, ур = tc. ШИВ ол, t by = с, (1) 6435 ЖЯ To, Yo. 
证 完 
对 于 二 元 一 次 不 定 方 程 ,我 们 还 没有 给 出 求 (1) 式 的 一 个 整数 
解 的 方法 ,下 面 应 用 所 转 相 除法 解决 这 个 问题 . 
由 定理 2 的 证 明 看 到 ,在 有 解 的 情况 下 , СЕТА Jy E 
ах + by = (а,Ь) 
有 解 .因此 我 们 要 找 出 一 个 求 特殊 解 的 方法 ,应 该 从 这 个 方程 着 
手 .首先 上 述 方 程 的 解 与 方程 


Gti 
的 解 完全 相同 ,而 在 这 个 方程 里 ,未 知 数 + ,y 的 系数 是 互 质 的 ,所 
以 只 要 讨论 如 何 求 出 形式 如 
am + by = 1,(a,5) = 1 (3) 
的 方程 的 一 个 整数 解 就 够 了 .容易 看 出 ,由 (3}) 的 一 个 特殊 和 解 , 可 以 
得 出 方程 la |z+ 4151y=1 的 一 个 特殊 解 , 上 反之 亦 然 .因此 为 简单 
起 见 , 可 以 假定 a >>0,5>0. 应 用 辊 转 相 除法 ,可 以 得 到 ， 
a = bq; + туй < r, < 5, 
bŠ = ryg; + куй < +, < ктү, 


2 Ft + r, Ü < Fa < Taia 
a-i 一 0+1 
因为 (a ,5)=1, 故 т, 二 1, 由 第 一 章 §3 定 理 1， 
. 26 ` 


Qa – РЬ = (– 1)" 


于 是 а= 1)" 'Q,] + p[(— 1)”P,] = 
因此 (3) 式 有 一 个 特殊 解 : | 
z = (- 1)" Q,,y = (—1)°Р,. (4) 


MH: 93 EBE 1 
P, =1, Р, = oq， et ea) әу (5) 
Q. = 0, Q, = 1, Q, = q Q. + Hz 
由 (5 可 以 得 出 求 44) 式 ( 即 (3) 式 的 一 个 特殊 解 ) 的 方法 El A НЕ 
转 相 除法 求 出 9;,g;,…, 9, ,把 它们 写 在 下 表 的 第 二 横行 里 面 ; 


其 次 在 第 二 及 第 三 直行 写 下 P,=1,.Q=0,P,=o,Q=1, 然 后 
利用 公式 (5) , 顺 次 求 出 P,, Q. Pi Qatt Pa QRP + БЕ 
# q, 到 已 -Qi 的 直 钱 可 以 帮助 我 们 记忆 ), 最 后 即 得 (4). 

#1 求 7z+4y=100 的 一 切 整数 解 . 

解 ” 先 解 7z+4y=1; 此 处 a=7,8=4,(a,8)=1. 


因此 7z +4y=1 的 一 个 解 是 z=(-1) i= -1,y=(-1X2=2, 
故 原 方程 的 一 个 解 是 
zr =- 100,y = 200. 
+ 27 Р 


由 定理 1 其 一 切 解 可 以 表 成 
ж =—4#—100,у = 71 +200 (+=0,+1,+2,+). 


在 本 章 开 始 所 提出 的 张 乒 建 的 原 题 中 ,z 及 y 0353839 , 鸡 母 的 个 
数 , 所 以 必须 使 得 220, ус20. A E 
_ 200 
7 
Bt t= —28,—27,- 26, – 25. ЖАМА Е z= 100 - = у= —3/г. 
这 样 就 得 到 下 面 四 组 解答 : 
х = 12 r58) z=4 x+ = Ü 
y = 4 | = 11+,у = ә =a} 
84) «= 81} = = 78) zx = 75 
#2 KR 1llz-321y=7589—H 3 ЕЁ. 
ЯЯ (111, -321)7=3, 而 3i175, 故 有 解 , 且 原 方程 的 解 与 
37z — 107у = 2589 88 5 2 3 8]. 5155Ж 1072 +37y=1. 


= р = = 25. 


il 


= 


Ё 1072 +37у=1 的 一 解 是 z=(-189=9,y=( 一 1)?26= -26. 
37z — 107у=1 的 一 解 是 z= -26,y= —9. 08k 37z – 107y=25 的 
— J ЖБ LU 3 FE: 

ж =-26х25+107#,у=—-9х25+37: (т = 0, +1,+2,---), 


或 


在 结束 本 节 之 前 ,我 们 来 研究 一 下 以 往 中 学 教科 书 中 二 元 一 
， 28 - 


r =-8+107,y = - 3 + 37: (т =0,+1,+2,—). 


次 不 定 方 程 解法 的 理论 根据 . 
设 给 定 一 个 适合 下 列 条 件 的 二 元 一 次 不 定 方 程 
ат + фу = ca > b > ÜD,(a b) = 1. (6) 
那么 由 第 一 章 S 1 定理 4, 知道 有 整数 qi,gi,rivr; 满 足 条 件 a = 
Ба, Э r Ür < b,c= Бау} 1,0 <Ьь. МН — É 8 2 定理 3 
得 到 (ee,ri)=(a,o)=1, 故 方程 
фу + тух = к, (7) 
有 整数 解 . 设 x = xo,y у, 是 (6) 的 任 -- 整 数 解 , 则 


с — ax, 


я ri — rzro 
уа = — = Фр Z gito + ——. 


(8) 


ш „= 


但 yagi- ах 都 是 整数 ,因此 下 一 站 也 是 整数 pO nte 


ya M] х S roy = 6 是 (7) 的 一 ван ORNE- ERE 
能 写成 下 列 形状 : 

z = zy = gio Z + y, (9) 
其 中 х,у 是 (7) 的 某 一 整数 解 , 反 之 , 若 > y 是 (7} 的 任 一 整数 
解 , 则 由 (9) 式 所 求 得 的 z,y 是 (6) 的 一 解 ,这 是 因为 由 {7),(9) 可 
以 得 出 


y = qi 02 + y = gi- ах + —— = — 
故 得 ， 

定理 3 (6) 的 一 切 整数 解 可 由 (9) 得 出 ,只 要 (9) 中 >”, y 取 
(7) 式 的 一 切 解 . 

6 的 解 时 | 就 是 把 46) 变 成 8) 的 形状 , 然 


Ba D nz T y 而 得 到 (7), 求 出 (7) 的 一 切 整数 解 后 ,再 由 


(9) 求 (6) 的 解 .如 果 由 (7) 还 不 能 用 观察 的 方法 求 出 它 的 -一切 解 

时 ,再 把 上 面 所 说 的 方法 应 用 于 (7) 而 得 到 另 一 新 的 方程 , 求 出 新 

的 方程 的 一 切 解 , 再 求 (7) 的 一 切 解 及 (6) 的 一 切 解 ,应 用 这 种 方法 
29. 


在 有 限 次 以 后 一 定 可 以 得 到 一 个 二 元 一 次 不 定 方程 ,而 它 的 一 切 
整数 解 能 够 用 观察 的 方法 得 到 .这 因为 (7) 的 系数 不 过 是 弛 转 相 除 
法 中 第 一 个 式 子 的 除数 及 余数 ,而 由 (?) 得 到 的 新 的 方程 不 过 是 第 
二 个 式 子 的 除数 及 余数 .由 轻 转 相 除 法 的 理论 及 а, b 互 质 的 条 
件 , 有 限 次 以 后 .一定 可 以 得 到 一 个 方程 ,其 中 有 一 个 系数 是 1, 那 
么 这 个 方程 的 一 切 解 便 可 以 用 观察 的 方法 得 到 .从 定理 3 可 以 看 
出 ,应 用 这 种 方法 一 定 能 够 把 (6) 的 一 切 解 求 出 来 .现在 我 们 来 看 
一 个 例子 . 

例 3 $ 1075 +37у= 25 HER. 

解 ” 由 给 定 的 方程 得 


_ 25-107z __ 25 -33r _ ; 


其 中 y = 全 55 工 应 该 是 整数 , 故 得 一 新 的 不 定 方 各 


37y + 33x = 25. (10) 
_ 25—-37у__, 25-4у __ >; ; 
+ = e "У т-у +ш, 
‚_25—4у' 
Ж x” = 33 ,又 得 到 一 个 新 的 不 定 方 程 : 
33җ' +4у = 25. (11) 


元 一, 即 最 后 得 到 
x +4у =1, (12) 


ЯФ у=! 


显然 (12) 的 一 切 解 是 
m” =1l-4:.y =t (=0,+1,+2,-—). 
因此 (11) 的 -~ 切 解 是 
z =1-diy = 6-82 +y =-2+33: (t=0,+1,+2,...), 
` 30 . 


而 (10) 的 一 切 解 是 

y =-2 + 332,2 =— y + x =3- 371 (к=0,+1,+2,). 

故 给 定 的 不 定 方程 的 解 是 

х= 3 37:,у =2х+ у =— 8 + 1074 = Ü, + 1, + 2,5). 
注 : 一 个 更 简单 的 方法 是 按 上 述 求 解 过 程 求 出 原 方 程 的 一 个 

特 解 ,然后 按 定理 1 求 出 一 切 解 . 即 由 (12) 易 见 


r =1,y = Ü 


是 (12) 的 一 个 特 解 ; 
х= у = 6 - ж +y =-2 
是 411) 的 一 个 特 解 
z=-y +z = 3,у 二 一 2 
是 (10) 的 一 个 特 解 ;最 后 
r=3,y=-—2xr+y =-8 


是 原 方程 的 一 个 特 解 ， 


5) 题 


L 解 下 划 不 定 方程 
(а) 15x + 25у = 100, 
(b) 306z — 360, = 630. 
2. 把 100 HAAR. ,使 一 份 可 被 7 整除 ,一 和 份 可 被 11 整除 . 
3. 证 明 : 二 元 一 次 不 定 方 稚 
ах + by = Nia>DO,b>0,tab)= 1 


юзе жж ы | ЇЇ | 或 | 六 | + 1 
ах + by = N,(a,b) = La > 1,55 >i 
`4 N >ab 一 a 一 上 8 时 有 非 负 整数 解 ,N= ab — a — b HUFA. 


` 31 >» 


$2 多 元 一 次 不 定 方程 


所 谓 才 元 一 次 不 证 方 程 , 就 是 可 以 写成 下 列 形式 的 方程 : 
алу ata t'e taar, = N, (1) 
其 中 aan tta, N 剖 是 整数 ,mn 守 2, 并 且 不 失 一 般 性 ,我 们 可 
以 假定 a ,a;,… ,а„ 者 不 等 于 零 .现在 首先 证 明 
定理 1 (1) 式 有 整数 解 的 充分 与 必要 条 件 是 (ai ,az ,a,)| 
N. 
证 lana na, Fd. 
G) 车 {1) 式 有 解 , 即 有 n TER ,+;,… a WEFR 
алу T ах, t Tam, = N, 
则 由 第 一 章 $1 EMI, djar tait + am Bl d | М, 
证 明了 条 件 的 必要 性 . 
Gi) ж |N ,我 们 要 用 数学 归纳 法 证 明 (1) 式 有 和解 . 当 nn=2 
时 ,由 $1 定理 2,(1) 式 有 和 解 .假定 上 述 条 件 对 n 一 1 元 一 次 不 定 
方程 是 充分 的 , 今 证 上 述 条 件 对 x 元 一 次 不 定 方程 也 是 充分 的 . 
Ф dd 二 (Carsa4s); 则 (dd,,as3,a4,'"… ,a.)=d|N. 由 归纳 法 要 
XE ,方程 
dsty 十 азха + + ак, = N 
有 解 , 设 其 一 解 为 1; ,x;,… BAE 
artı t a,z, = d,t;. 
H $1 EM2 及 (a,,a,) = a,, 上 式 有 解 , 设 其 一 解 为 xi x3. Jl 
ati t a;z + азж + 7 + ат, 
= дї; + aax +С” tax, = N. 
Kepri ВОЗЕН ARENT ARKAE. 证 完 
定理 工 的 证 明 还 提供 出 一 个 求 (1) 式 的 解 的 方法 Вр Wi yk sË 
Hilaira) = da, td}, as) = dyst, da-ta) = da- 由 第 一 章 S 2 
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定理 6 及 上 面 定理 1, 若 d М, СО: 8 4d,1N, 则 (1) 有 解 . 
作 方 程 
Gi, + аул, = data, 
dats + a£, = data, 
(2) 
Ф529 t Ta = Ё, Ls 
Ci 二 era = N. 
首先 求 出 最 后 - -个 方程 的 一 切 解 ,然后 把 2 ,的 每 一 个 什 代 入 倒 
数 第 二 个 方程 求 出 它 的 一 切 解 ,这 样 做 下 去 即 得 出 (1) 的 一 切 解 
(证 明 留 给 读者 ). 
在 实际 解 多 元 一 次 不 定 方程 时 ,我 们 是 把 1, 看 成 常数 , 求 出 
(2) 中 第 i 一 1 个 方程 的 整数 解 的 一 般 形式 ,再 从 辣 困 中 消去 r, 
ts" 1 即 得 (1 的 解 .我 们 看 
H 95 +24у 5х = 1 000 的 一 切 解 . 
ШЕ (9,24)=3,(3, 一 $5) =1, 均 方程 有 和 解 . 考 虚 方程 
9х + 24у = 3t, Bil 3z + 8y = ғ 


K Зі — 52 = 1 000. 
H Š 1 的 方法 得 

== 3t— u, 

y =~} + ju, 


# = 2 000 + 52, 
Й = 1 000 + Зо, 
HP u=0, +1,42, v=0, 41, +42,0. WE r, 
x = 6 000 + 15% – u, 
y =- 2 000 – 5v + Зи, 
х = 1 000 + 3v. 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 结果 . 
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2] EE 
1. 证 明 几 本 节 所 述 的 方法 能 求 出 (1) 的 一 切 解 . 
2. СЕЛ :个 既 约 分 数 之 和 . 


$3 J R K 


在 这 一 节 里 我 们 要 研究 一 种 特殊 形式 的 二 次 不 定 方程 .在 我 
ATRAZ PARA AT, CARA" Ar = EEN, BAR” 
(HAZ, rd, Кн” BU a y ЕЕ) лан = fll 
形 , 因 此 已 经 知道 了 不 定 方程 

=° + у? = ж” (1) 
的 一 组 解 :3,4,5. 刘 徽 九 章 注 (263 年 ) 中 又 载 有 F + 122 = 132 ,8 
+152 = 17,7 + 24®= 25,20 +21290, Еп] ТЕ ЫЕ 
经 知道 (1) 的 很 多 组 整数 解 .在 古 希 腊 , 毕 达 架 拉 斯 也 找到 (1) 的 很 
LAERE. 因由 ,西光 称 这 些 解 为 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 .本 节目 的 
就 在 于 求 出 {1) 的 一 切 解 . 

ЕЖ х=0,у=0,==0;х=0,у= +z у= 0, х= +z (1) 
ВОЛЕ; ВЕК, (1) АК АЕ. 又 要 求 (1) 的 一 切 非 零 
解 ,只 须 求 一 切 正 整数 解 就 各 了 .因此 假定 x>0,y>0,z>0. 

EAEE, A(z, y)=d>1, 0 d lr ty, В dlet, 
如 iz. 此 时 可 从 (1) 的 两 端 约 去 d, HEBBE, у) =1. 

车 (1) 有 非 零 解 , 则 在 一 非 零 解 x ,y,{xz,y)=1 中 一 定 是 一 
亲 一 偶 , 这 是 姑 为 由 假定 (x ,y) =1,x,y 不 能 同 是 个 数 ;又 若 工 ,y 
АБЕ ВРК, Ш) x ”= 4 +1,у =4п +1, = +y =4(m + n) +2, 
H = =4N 或 4N+1, 故 xz:+ yr MM. {ИШ x 是 偶数 .所 


D ааба. 
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数 解 就 行 了 . 
为 了 解雇 这 个 问题 我 们 先 证 明 

5|КЁ 不 证 方 程 

мъ = ш, Ou > О, и> 0,(u wu) = 1 (2} 

的 一 切 正 整数 解 可 以 写成 公式 : 

u = а?, о = bw = ab,a > 0,65 >0,(a b) = 1. (3) 

证 (i) i u,v, w 是 (2) 的 一 解 . 令 w=a’ul,v= Ба, 
а>0,&>0, Н, wi, v, 不 再 被 任何 数 的 平方 整除 , 则 аг |з", 
Ба. BIE alw,b] w- Xlu,v)=1, (a,b) =1, (a, 5) 
=1. 由 此 即 得 ab] w. É w= wab, ЖА (2) 19 

мії = 1. 

车 zl 天 1, 则 有 一 质数 р, E p lw {НЕ wi, wi 的 定义 及 
《Kir )= 1, АЈ p tuin. BI wi= l, ио = 1. H wis му, U, 都 
ЖІБЕ, w =u Sol, AE, 

u = a,v = b, w = ab,a > 0,6 > 0,(a ,5) = 1. 


(ii) 友之 ,(3) 式 中 的 и, о, w 显然 满足 (2) 式 . 证 完 
定理 1 不 定 方 程 人 41) 的 适合 条 件 
z >ф,у > 0,5 >0,(z,y) = 1,2 | z (4) 
的 一 切 正 整数 解 可 以 用 下 列 公式 表 出 来 ， 
т = 2ab,y = а — b2,z = a° + b°, (5) 


a >b > 0,(a,5) = 1,а, 5 — HB. 
证 (i) 《3) 是 人 1) 的 适合 条 件 (4) 的 解 ,因为 显然 有 
z + y = da*b?' + (а? — Ь?)? = (а? + 52) = р>, 

х2>0,у20,220,21х,2%у. а= (х,у), W 4*|',4|«, И 
аја +b’, аа Б, а12(а?, b) {9 (а, 6) =1, 2=1 3 2, V 
Н у 为 单数 ,a|y Mide. 

GD 设 к, у, z 是 适 台 条 件 (4) 和 (1 的 任 一 组 正 整数 解 , 则 
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2|z,(z,y)=1. Ж, у, = 都 是 奇数 ,而 
озыне 


2 2 


фа r > жн R E 3. NAA 4 = (252,270 
уатан аст вна a,b THET 
式 成 立 : 


«+у_ 2 žy рх _ = 
z“ =@,—5 Ó ,> ab.a > 0,0 > 0, (а,в) 1, 


Hl z=2ab,y=a ~ Б, з= а +b, a >0,52>0,(a,b)=1.H y 
>0 即 得 a >p. X H y Жа К, п а, Б 之 中 一 碍 一 个 ， Ш 
推论 1.1 单位 因 周 上 的 一 切 有 理 点 可 以 表 成 
(| 
其 中 a,b 不 全 为 0,+ 号 可 以 任意 取 . 
近来 中 国 数学 史 的 研究 表明 :《 九 章 算 术 3} 着 九 “ 色 股 ”" 第 十 四 
题 实际 是 说 :如 果 不 定 方程 (1) 的 下 整数 解 满足 条 件 


(y+z):zZ = m:n,217x, 


АҢ 


y: z: x= |m? - + (m? + п?) |: тп : (т? + n’). 


而 且 刘 微 在 该 题 的 注 中 实际 给 出 了 证 明 . 这 实际 土 就 是 本 节 的 定 
理 1. 


з m 


1. 证 明 推 论 1.1. 
2. ЖЛЕ 
z + 3° = ж, (г.у) = 1л > 0.y > б, > 0 
的 一 切 正 整数 解 的 公式 
3. 证 明 小 定 方程 
r + = z,(z,y) = l,z= > 0,y > 0,= > 0,2 | z 
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的 一 切 正 整数 解 可 以 刀 成 公式 : 
r= 4а&(а%— Б?), у= | а*+ bf Ga b | ,z = a° + Б?, 
a > 0,6 > 0,(a,b) = І,а.ё — d — E. 


84 费 马 问题 的 介绍 


在 结束 本 章 之 前 我 们 介绍 一 个 与 不 定 方程 有 关 的 了 问题, 即 所 
W “Ж Н, КЕРЕ" ( Fermat = last theorem, Д Еа FLT). KH 
在 1637 年 前 后 ,法国 数学 家 费 马 在 于 在 图 的 4 算术》( 译 本 ) 的 第 二 
卷 关 于 毕 达 事 拉 斯 三 元 组 的 页 边 上 , 写 下 了 李 认 定 的 一 段 结 论 ; 
“不 可 能 将 一 个 立方 数 写 成 两 个 立方 数 的 和 ;或 者 将 一 个 4 КЕ 
成 两 个 4 次 知之 和 ;或 者 ,一 般 地 说 ,不 可 能 将 一 个 高 于 2 {Кї 
写成 两 个 同 次 喻 的 和 各. "接着 他 又 悄 皮 地 写 下 一 个 附加 的 评注 :“ 我 
对 此 命题 有 一 个 十 分 美 钞 的 证 明 ,这 里 空白 太 小 , 写 椒 下 . "这 就 是 
说 , 费 马 认为 他 证 明了 下 面 的 结论 : 当 ”六 3 时 ,不 定 方程 
z" + у" = z" (1) 
没有 正 整 数 解 , 上述 的 评注 是 在 费 马 死 后 五 年 的 1670 年 发 表 的 . 事 
XE ,人们 遍 寻 费 马 的 手迹 ,并 没有 发 现 这 一 “美妙 的 证 明 ”, 面 只 看 
到 他 对 于 n =4 的 情形 , 即 下 面 定理 1 的 证 明 . 费 马 对 这 一 证 明 颇 为 
. 得 意 , 命 名 为 无穷 下 降 " 靶 ,或许 费 马 认 为 用 这 种 方法 可 以 证 明 任 
意 2 之 3 的 情形 .但 事实 远 不 是 那样 简单 .因此 只 能 认为 上 述 结论 是 
费 马 的 一 个 玺 想 . 后 来 很 多 数学 家 努力 寻求 这 一 结论 的 证 明 ,以 至 
除了 和 它 以 外 , 费 马 提出 的 所 有 猜想 早 妃 得 到 解决 ,所 以 人 们 常常 称 
它 为 FLT-. 这 个 困惑 了 世间 智者 358 年 的 谜 ,终于 在 1994 年 ,由 一 
个 英国 出 生 、 在 普林斯顿 大 学 数学 系 工作 的 数学 家 安德鲁 : 怀 尔 斯 
(Andrew Wiles) 所 证 明 . 我 们 先 看 n 是 4 的 倍数 的 情形 . 
441 л 时,(1) 式 可 以 写成 下 列 形式 ， 
(х) + (Cyt) = eT), 
所 以 ,者 能 证 明 n=4 时 ,(1) 式 没有 正 整 数 解 , 则 对 于 能 被 4 整除 
. 37 + 


的 任何 正 整数 = 来 说 ,{1) 式 没有 正 整 数 解 .我 们 现在 先 证 明 
EEI r'+ у“ = “没有 正 整数 解 ， 
证 ”假定 上 述 命 题 不 真 , 即 上 述 不 证 方程 有 正 整 数 解 ,那么 在 
这 些 解 中 ,一 定 有 一 个 解 使 得 z 的 值 比 其 余 的 和 解 中 zz 的 值 小 , 即 存 
在 一 个 最 小 的 正 整 数 ¿ ,使 
х* + у* = и, х > 0,у > б,н > 0 (2) 
Ж.Х ЕЧ r, y= PARRA, Н (к. у) >1, В. 
(Zo) + (Gs) = 
但 0< r< u, 与 и 的 假定 考 盾 ,其 次 由 $3 的 讨论 ,xz ,yy 必 
定 一 奇 一 偶 ,因此 不 妨 假 定 2|x“. 由 $3 的 定理 即 得 
= = 2ab, y = а*— bu = а + wb, (3) 
其 中 a>5b>0,(a,5)=1,a,5 一 奇 一 偶 . 因 此 2|xz,2y, 并 且 
а,21 b. AATRE, WA о = 25, + l,a = 2а,, Ш у = 
Aai- bi- -LERLA у=2у,+1,у*=4(у + у,) +1. 比较 
商 个 结果 ,就 得 到 了 矛盾. 
于 是 可 设 5= 2c, 得 到 


(5 )= ac,la,c) = 1. 
H $ 3 引 理 即 得 
а = dc= Fd >0, Ff >0,(4q,p) = 1. 

30103) #38 

| у= d - 47, ОРУ + у = (а), 
Н (27, у) = (27,4) = (6,а)=1,27>0,у>0. нЗ WE 
理 即 得 

2Р = 2Im d? = Ë + m’, >0,m > 0,(¿,m) = 1. 
FH $ 3 BJ5S|3B PB 8 

{ = r2,m = sr >, > 0. 
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代入 上 式 即 得 


r+ t = ко 0,5 > 0,4 > 0. 
但 d&d’ = a< a` + b = w. 
这 与 u ЮЖ ЭРЕ, Е Е. 证 完 


推论 rty =r 没有 正 整 数 解 . 

用 本 节 征 理 1L 前 面 所 用 的 讨论 方法 ,可 以 知道 如 果 能 驶 再 证 
明 对 于 任 一 奇 质 数 p 来 说 ,(1) 式 没有 正 整 数 解 ,那么 对 于 p É) E 
一 倍数 = 来 说 ,(1) 式 也 没有 正 整 数 解 ,而 费 马 问 题 也 就 完全 解决 
了 (因为 太 于 2 的 正 整数 若 没有 奇 质数 因 孝 . 便 是 4 的 倍数 ), 但 是 
对 于 FLT 的 奇 质 数 情 形 的 证 明 经 历 了 漫长 而 曲折 的 道路 ,这 个 探 
需 过 程 ,对 于 数学 的 发 展 有 很 大 的 推动 作用 ,对 于 理解 数学 赋 有 超 
交 纵 有 启发 意义 ,所 以 我 们 花费 一 些 篇 辐 加 以 介绍 . 

首先 是 FLT 提出 一 百 多 年 以 后 , 欧 拉 大 约 在 1753 Æ 1770 
年 之 间 才 运用 代数 整数 环 Z[e™] 的 性 质 (基本 上 ) 证 明了 =3 
的 情形 ,证 明 中 的 一 个 汤 洞 后 来 由 其 让 德 (Legendre}) 补 充 , 勒 让 短 
和 狼 利 克 雷 (Dirichlet) 分 别 于 1825 和 1828 年 独立 地 证 明了 p=5 
的 情形 , 拉 梅 (Lam6) 于 1839 年 证 明了 p=7 情形 .他 们 的 证 明 原 
МЈ ЕЗЕН Zig JA Z[&;] 的 惟一 分 解 性 ( 即 其 中 的 算术 基 
ЖЕ) ,此 处 y = e p 次 单位 根 ,21&,] 表 示 由 整数 环 与 z, 
生成 的 环 ,而 这 在 当时 并 未 严格 证 明 .1847 年 , 拉 梅 给 出 了 一 个 错 
误 的 证 明 , 错 误 是 在 知道 了 库 默 尔 (Kummer) 的 结果 以 后 发 现 的 ， 
ИЖАТ Z] 各] 的 惟一 分 解 性 

在 19 世纪 ,对 FLT 的 证 明 做 出 最 大 贡献 的 铠 怕 要 算 库 默 尔 . 
他 早 在 1844 年 证 明 :如 果 Z[¢,] 具 有 惟一 分 解 性 , 则 FLT 对 pp 成 
立 ; 他 用 统一 的 方法 得 到 : 当 ьп 时 ,2Z[ 5,] 具 有 惟一 分 解 性 , 因 
M FLT 成 立 ; 但 是 Z[ $1 不 上 共有 惟一 分 解 性 .在 证 明 过 程 中 ,对 
于 b=z19 的 情形 ,应 用 了 费 马 的 无 穷 下 修法 ,他 还 创造 性 地 使 用 
T p-adic 脖 近 和 局 部 化 思想 研究 出 单位 的 另 一 重要 特 挂 (现在 
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称 为 库 默 尔 引 理 ). 对 于 F215] 不 具有 惟一 分 解 性 的 p, ERRE 
1847 年 至 1851 年 又 发 明 一 种 “理想 数 ”, 它 具有 惟一 分 解 性 .他 利 
用 "理想 数 ” 的 惟一 分 解 这 一 特性 使 得 FELT 的 证 明 获 得 重大 突破 . 
他 定义 了 Z[5,] 的 类 数 产 ,, 并 证 明 ;Zf18] 具 有 惟一 分 解 性 当 且 仅 
F As=1, 所 以 剩 下 的 问题 是 研究 А222 的 情形 .他 证 明 : 如 果 р 
不 能 整除 A,({ 称 为 正规 数 ), 则 FLT 对 户 成 立 , 李 进一步 建立 了 正 
规 数 的 一 种 判别 法 ,验证 了 :在 p100 中 , 除 37,59 和 67 外 都 是 
正规 数 , 因 而 FLT 对 这 些 p 成 立 .后 来 ,他 叉 采 用 进一步 的 方法 
ШЕВ FLT XT р= 37,59 和 67 也 成 立 . 但 是 它 的 证 明 有 些 漏洞 , 直 
到 20 世纪 20 年 代 才 由 人 补 上 .由 此 得 到 了 ;FLT 对 2100 成 
M. ERRAI FLT 的 进展 向 出 了 贡献 . В R 
环 ,理想 类 数 和 单位 群 作 了 葛 基 性 的 工作 .分 攻 域 至 今 仍 然 是 代数 
数论 研究 得 最 密 的 领域 之 一 . 希 尔 伯 特 在 1900 年 世界 数学 家 大 会 
上 谈 到 研究 数学 问题 的 重要 性 时 ,有 如 下 的 一 段 论 述 : 对 FLT 的 
研究 “提供 了 一 个 明显 的 傅 子 ,说明 这 样 一 个 非常 特殊 、 似 乎 不 十 
分 一 要 的 问题 会 对 科学 产生 怎样 今 人 鼓舞 的 影响 . 受 费 马 问 题 的 
局 发 , 闫 默 尔 引 进 了 理想 数 , 并 发 现 了 把 分 圆 域 的 理想 数 分 解 为 理 
想 质 数 的 惟一 分 解 定 理 , 这 个 定理 今天 已 被 戴 德 金 (Dedekind) 和 
玛 罗 内 训 (Kronecker) 推 广 到 人 在 一 代数 数 域 ,在 近 和 从 数论 中 占 荐 中 
心地 位 ， 其 意义 已 远 远 超出 数论 的 范围 而 深入 到 代数 和 机 数 论 的 
领域 . "( 康 . 瑞 德 . 希 尔 伯 特 一 一 数学 世界 的 亚历山大 . 囊 向 东 , 李 
ХЖ. 于海 科 学 技术 出 版 社 ,2001) 

从 库 默 尔 以 后 至 20 世纪 70 年 代 , 人 们 继续 证 明 FLT 对 更 大 
的 质数 成 立 . 到 i976 年 有 人 证 明 :FLT 对 所 有 小 于 125 000 的 质 
数 截 立 ;对 于 一 直 认为 是 比较 容易 的 倩 形 , 即 对 于 奇 质 数 nw = p, 
(1) 没 有 z,y,z 都 不 被 整除 的 解 的 情形 ,也 只是 在 1971 年 证 明 
力克 3.10 .这 些 研 究 没 有 实质 上 的 新 思想 和 方法 ,可 以 说 ,FLT 的 
研究 没有 本 质 的 进展 .历史 发 展 到 此 ,人 们 对 完全 解决 FLT 看 不 
出 任何 希望 ,以 至 不 少 著名 数学 家 认为 靛 决 FLT E 21 世纪 的 事 . 
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但 是 , 山 重水 复 疑 无 路 ,柳暗花明 又 一 和 村, ”历史 确实 在 曲折 地 前 
进 . 事 实 上 ,在 与 FLT 看 来 无 关 的 其 他 数学 分 支 中 , 涌 动 着 解决 
FLT 的 新 方法 .下 面 我 们 简单 地 介绍 这 一 段 对 估 们 有 启发 性 的 而 
НУВ ЫЗ. 

1983 年 德国 年 青 数学 家 法 延 斯 (Faitings) 结 合 使 用 了 苏联 和 
美国 险 佛 两 个 代数 几何 学 派 的 工作 ,证 明了 莫 代 和 尔 犹 想 ; 如 果 有 理 
系数 的 多 项 式 方程 Q(> ,y)= D 定义 的 曲线 的 亏 格 室 2, 则 此 方程 
只 有 有 限 多 个 有 理 数 解 .法 疆 斯 在 证 明 上 述 结 论 时 ,使 用 了 20 Ht 
纪 旨 0 年 代 以 来 发 展 的 现代 代数 几何 工具 .由 于 当 n4 时 ,{1) 的 
亏 格 守 2, 上 述 缚 论 很 容易 推出 :对 于 每 一 n 守 4,(1) 上 只 有 有 限 个 整 
数 解 .这 个 结论 与 FLT 的 要 求 还 有 很 大 的 距离 .但 是 人 们 感觉 毕 
亮 是 从 另外 的 角度 向 FLT 草 近 ,而 且 有 第 望 从 代数 几何 方面 获得 
MR FLT 的 有 力 工具 . 

现在 我 们 进 玉 故事 的 最 有 兴趣 的 部 分 ,其 中 有 很 多 值得 我 们 
体会 和 学 习 葛 来 西 .在 德 鸯 和 黑 森 林 州 中 部 的 名 叫 Oberwalfach 的 
小 镇 ,多 年 来 ,这 里 成 为 世界 各 地 数学 家 的 “旅游 区 ” ,每 年 举行 几 
十 个 由 顶尖 高 手 主 持 的 、 研 讨 热 门 数学 问题 的 高 级 研讨 会 ,交流 数 
学 成 果 和 怕 想 .这 里 没有 卡拉 OK, 私人 房间 里 没有 电视 机 ,有 的 
是 上 黑板、 图书、 计算 机 房间 和 供 数 学 家 交谈 的 咖啡 室 . 1984 年 秋 ， 
一 群 优秀 的 缆 论 学 家 聚会 ,讨论 关于 栅 国 曲线 的 各 种 突 夏 性 工作 . 
德国 的 喜 论 学 家 费 雷 (G.Frey) 作 讲演 :如 果 方 程 (1)(a= 袁 的 情 
ЖУН (у, х) = (а, Б, с), abc 天 0, 然 后 他 在 黑板 上 
ЯЕ ПУЛ ЖЕ 

у =х(хж-—с*){х+®В?), 
这 条 曲线 后 来 便 称 为 弗 雷 曲线 .然后 他 推导 出 这 条 曲线 不 满足 关 
ТРЕЕ ЩЩ ~ ЖА — = Ж ( Тапіуата 一 Shimuru — Weil, 
TSW). EREI, ЕПВ FLT 不 成 立 ,那么 著名 的 TSW 猜想 
ШЛ, н TSW 猜想 可 以 推出 FLT1 这 可 以 说 是 一 个 证 明 
FLT 的 方案 ， 
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А Г ke rh F Zi Jy 88 
y = ах? + bz? + cz + d 

定义 ,其 中 aa,c,z 是 有 理 数 , 而 号 右边 的 三 次 多 项 式 没有 重 根 ， 
梢 圆 曲线 是 古老 的 研究 对 象 , 它 的 理论 又 是 现代 数论 的 一 个 重要 
分 文 .TSW 猜想 的 大 意 是 :QI 有 理 数 集 ) 上 的 每 条 曲线 都 是 模 曲 
线 . 它 是 20 世纪 50 年代 中 期 谷山 通过 一 些 具体 例子 的 计算 而 提 
出 来 的 ,开始 的 形式 不 太 明 确 ,通过 志 村 和 韦 依 的 努力 ,使 之 明确 
起 来 . 它 的 特点 是 将 代数 几何 的 对 象 ( 梢 圆 曲线 ) 与 表示 论 的 对 象 
( 模 形 式 ) 联 系 起 来 .比较 明确 的 陈述 断言 :Q 上 的 一 条 椭 贺 曲线 的 
L 一 函数 ( 它 测量 对 所 有 质数 p 曲线 moda 的 性 质 ) 可 以 和 从 一 个 
模 形式 导出 的 傅 里 叶 级 数 的 积分 变 挽 等同 .TSW 猜想 的 重要 性 
(不论 它 与 FLT 的 联系 ) 在 于 它 是 “ 朗 兰 兹 (Langlands) 岗 领 " 的 一 
个 特例 .后 者 是 对 现在 请 多 数学 领域 一 种 统一 性 的 看 法 和 普遍 性 
的 观点 , 胡 般 兰 兹 和 他 的 同事 们 提出 来 的 瑟 相 关联 的 一 个 规 模 宏 
太 的 猜想 网 ,其 中 有 些 猜 想 甚 至 还 没有 形成 很 明确 的 数学 语言 .由 
数学 证 明 其 中 的 玺 想 是 当今 数学 的 主流 之 一 . 

现在 再 周 来 旬 绍 弗 雷 提出 的 由 TSW 猜想 证 明 FLT 的 方案 的 
进程 .在 弗 霄 讲演 的 时 候 , 所 有 在 场 的 上 昕 众 都 发 现 其 中 有 个 明 虹 的 
还 辑 错误 ,每 个 人 都 希望 自已 能 补救 这 一 缺陷 ,但 是 通过 几 个 脏 的 
实 贱 ,大 家 知道 问题 并 不 简单 .一 直到 1986 年 世界 数学 家 大 会 期 
间 , 弗 雷 讲 演 的 两 位 听众 一 一 里 贝 特 (K.Ribet) fll 88 38 Z 
(B.Meazur) 会 面 时 ,前 者 向 后 者 讲述 他 两 年 来 试图 完善 弗 曙 讲演 
的 策略 和 过 到 的 困难 ,而 后 者 告诉 他 :你 已 经 完 感 了 它 , 只 是 需要 
加 上 一 些 M 一 结构 ,然后 再 作 一 遍 你 的 论证 就 行 了 . ”就 这 样 ,里 
贝 特 很 快 完成 了 证 明 弗 雷 论 断 的 工作 . 

TÆER FLT 的 问题 转化 为 证 明 TSW 猜想 ,其 至 只 要 对 旧 
W AREH TSW 猜想 成 立 就 可 以 了 .但 是 当时 多 数 数学 家 认为 
这 件 事 情 是 非常 困难 的 ,认为 那 是 一 件 很 运 远 的 事情 ,里 岁 特 本 人 
也 持 悲观 态度 : " 绝 大 驳 数 人 相信 和 谷山 — 韦 依 猜想 是 完全 无 法 接近 
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大 胆 梦 想 可 以 实际 上 证 明 这 个 猜想 的 极 少数 几 个 人 之 一 . "1986 
年 伯克利 世界 数学 家 大 会 召开 后 不 和 久 的 夏 末 ,他 得 知 里 贝 特 的 工 
作 ,. 立 逆风 起 了 他 童年 的 梦想 ,而 且 他 当时 已 经 成 长 为 在 数论 , 特 
别 是 椭圆 曲线 和 模 形 式 方面 的 成 熟 而 杰出 的 年 青 数 学 家 .他 一 方 
面 自信 有 能 为 和 坚实 的 基础 去 研究 TSW 猜想 的 证 明 , 另 一 方面 ， 
他 也 深 知 这 是 非常 艰巨 的 .他 自 导 :“ 当 然 ,已 经 很 多 年 了 ,谷山 — 
志 村 猜想 一 直 没 有 解决 .没有 人 对 怎样 处 理 它 有 任何 想法 ,但 至 少 
它 属于 数学 的 主流 ,…… 我 不 认为 我 在 浪费 自己 的 时 间 . 这 样 , 吸 
引 了 我 一 生 的 赐 马 传奇 故事 和 一 个 专业 上 有 有 用 的 问题 结 侣 起 来 
了 ." 杯 尔 斯 下 决心 研究 TSW 猜想 ,从 那 时 起 的 7 年 中 ,他 除了 教 
书 、 指 导 和 研究 生 和 参加 必要 的 讨论 班 以 外 ,放弃 了 所 有 与 证 明 
TSW 铺 想 无 关 的 研究 工作 ,不 参加 学 术 会 议和 报告 会 , 躲 进 家 中 
的 书房 ,一心一意 研究 TSW 猜想 . 他 不 与 任何 人 讨论 ,也 不 发 表 
企 何 部 分 结果 .反而 为 了 掩 人 耳目 ,他 不 时 发 表 一 篇 小 论文 .他 这 
样 做 有 自己 的 想法 :我 意识 到 与 费 马 大 定理 有 关 的 任何 事情 都 会 
引起 志 儿 的 兴 超 .除非 你 的 专心 不 被 仙人 人 分散 , 否 到 你 不 可 能 很 多 
竺 都 者 自己 的 精力 集中 ,而 这 一 点 会 因 旁 观 者 玉 多 而 做 不 到 . "他 
这 样 懒 果 热 得 到 了 应 有 的 效果 .与 他 关系 密切 的 出事 也 没有 注意 
到 李 的 专心 所 在 ;他 的 老师 (J.Coates) 也 毫 不 知情 ,老师 回忆 : “我 
记得 在 许多 场合 对 他 讲 ,与 费 马 的 这 种 联系 非常 好 ,但 要 证 明 答 
山 - 志 村 狂想 仍然 是 羞 无 希望 的 .他 当时 只 是 对 我 笑 笑 ,” 星 贝 特 
请 他 这 种 做 尘 表 示 不 理解 ,觉得 并 无 好 处 : "这 大 夸 是 我 知道 的 仅 
有 的 钢 子 ,一 个 人 进行 了 这 人 么 长 星 间 的 斌 容 而 不 公开 他 在 做 什么 , 
也 不 谈论 他 正在 取得 的 进展 …… 在 我 们 的 集体 中 ,人 们 总 是 分 襄 
他 们 的 想法 …… 如 果 和 你 把 自己 与 此 隔 忽 起 来 ,那么 从 心理 学 的 角 
度 来 看 你 是 在 做 非常 十 怪 的 事情 .” 

正当 怀 尔 斯 向 着 证 明 TSW 狂想 走出 第 一 步 , 在 怖 罗 丽 表示 
方面 取得 突破 性 进展 的 时 候 ,1988 年 3 月 8 日 ,他 读 到 《华盛顿 时 
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报 》 和 《纽约 有 时报》 宣称 东京 太 学 38 ЖИЛЕ — {Yoichi 
Miyaoka) 证 明了 FLT 的 头 版 消息 ,大 肪 一 惊 . 当时 , 宫 内 只 是 在 波 
恩 的 普 朗 克 研 究 所 的 2 月 25 日 讨论 班 上 发 表 了 他 从 微分 几何 的 
角度 通过 证 明博 哥 黄 洛 夫 - 宫 网 -丘成桐 (Bogormolov — Міуаока 
一 Yau,BMY) 不 等 式 解决 了 FLT 对 充分 大 的 p 成 立 的 问题 , 那 时 
正 是 继 法 迁 斯 证 明了 莫 民 尔 猜想 之 后 ,几何 学 家 们 对 解决 FLT Ж. 
满 期 望 的 时 民 . 笔 记 由 别人 送 雏 欧美 一 些 名 家 ,引起 了 夫 动 ,但 是 
在 预定 于 3 月 22 日 召 并 的 宣布 此 结果 的 居 数 几何 研究 集会 的 前 
一 夜 发 现 了 存在 相当 深刻 的 问题 .不 久 经 过 一 些 行家 的 仔细 研究 ， 
发 现 了 逮 辑 上 的 错误 ,一 批 数论 学 家 试图 补救 也 无 济 于 事 . 像 这 去 
也 有 过 的 几 次 失败 一 样 , 宫 冈 还 是 做 出 了 新 的 有 趣 的 数学 成 果 , 作 
为 微分 及 何在 数论 中 的 应 用 ,具有 其 本 身 的 存在 价值 ,后 来 被 一 些 
数学 家 用 来 证 明 其 他 的 定理 ,这 一 场 “ 宫 站 旋风 ”使 怀 尔 斯 虚惊 一 
场 . 

1990 年 , 怀 尔 斯 开始 试图 通过 研究 岩 泽 (Iwasawa) 理论 来 寻 
Е, 7 1991 年 夏天 ,他 感到 改进 岩 泽 理论 努力 已 经 失败 ， 
青 一 次 查阅 了 所 有 文献 ,仍然 找 不 到 一 种 技术 帮助 他 实现 突破 .他 
试 为 在 作 了 5 年 降 十 之 后 ,应 该 重 返 学 术 交 流 圈 以 便 了 解 最 新 数 
学 进展 .他 参加 了 在 波士顿 举行 的 椭圆 曲线 会 议 , 在 这 个 会 议 上 ， 
地 的 老师 科 苞 告诉 他, 一 位 名 则 费 芋 团 (M.Flach}) 的 学 生 运 用 科 
利 瓦 金 (Kolyvagin, 苏 联 肖 年 数 举 家 ) 的 方法 研究 椭圆 戎 线 . 怀 尔 
斯 意识 到 这 个 方法 对 他 很 适用 , 回 到 普宁 斯 顿 凡 后 ,人 用 科 利 瓦 金 
— BB 3⁄ J] h Ж ЖЕ НЕВЕ T НИ В ОЯ TU Жл Pal ES , {6 
НЕ Rj ЁН, {Н Ж ТК ЖК H Py. F S = ә ЖЕЛЕ. fi k ix 
涉及 许多 复杂 的 而 他 并 不 真正 熟悉 的 方法 ,其 中 有 许 儿 很 艰深 的 
代数 ,需要 他 去 学 习 许 多 新 的 数学 . 为 了 保证 证 明 的 正确 ,他 决定 
向 同事 尼 充 : 凯 兹 (N.Katz) 提 出 一 起 讨论 这 个 间 题 的 建议 ,因为 
他 斌 为 裔 兹 既是 这 方面 的 专家 ,又 能 替 他 保密 .为 了 保证 检查 是 彻 
库 的 , 遍 兹 建议 怀 尔 斯 为 研究 生 开 一 个 课程 ,这 样 他 们 可 以 一 步 一 
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步 地 核对 .于 是 他 们 通过 名 为 “椭圆 眼线 的 计算 "的 讲座 他 细 地 检 
查 这 个 元 长 乏味 , 繁 融 难 懂 的 计算 这 程 的 每 一 步 . 几 个 星期 以 后 ， 
研究 生 一 个 个 地 离开 ,而 凯 兹 成 了 惟一 的 听众 . 当 课 程 结 束 时 , 凯 
兹 的 评价 是 科 利 瓦 金 - 弗 药 切 方法 似乎 是 完全 可 行 的 .讲座 一 绕 
束 , 怀 乐 斯 就 专心 致 志 地 从 事 与 完 成 他 的 证 明 , 终 于 在 1993 年 的 
5 月 ,他 确信 证 明 已 经 完成 .6 月 在 剑桥 举行 “ 工 一 函数 和 算术 ”学 
术 会 说 ,会 议 的 组 织 者 之 一 .他 的 老师 科 芯 应 他 的 请 求 , 避 人 前 为 他 
安排 了 题 为 “ 模 形 式 、 椭 圆 曲 线 和 怖 罗 瓦 表示 ”的 三 次 讲演 .这 个 题 
目 像 他 给 研究 生 的 题目 一 样 ,是 如 此 的 采 腌 ,完全 没有 透露 讲演 的 
最 终 有 由 的 .他 的 讲演 也 具 字 不 提 费 马 猜 想 , 最 后 一 名 话 是 :“ 这 样 我 
就 对 斯 有 半 稳 定 (semistable) 梢 圆 曲 线 证 明了 TSW 狂想" .在场 的 
所 有 专家 者 知道 , 弗 雷 曲线 是 半 稳 定 的 ,所 以 FLT 也 就 证 明了 ,而 
是 入 科 从 怀 尔 斯 的 讲演 内 容 和 自己 的 经 验 判 断 ,这 次 对 证 明 FLT 
的 党 试 是 可 信 的 .因此 通过 各 种 先进 的 通讯 工具 ,消息 立刻 传 遍 了 
世界 .对 数学 家 来 说 ,证 明 TSW 猜想 的 成 就 比 解决 FLT 更 大 .这 
钦 例 议 有 中 国 数 学 家 参加 ,当天 在 因 内 就 获知 这 一 信息 . 

;一阵 热烈 兴奋 之 后 ,开始 了 严格 的 审查 .审查 人 六 位 ,每 人 负 
责 一 章 ,其 中 第 衬 章 审 查 者 遍 玄 在 ARAT Һр FERR 
斯 扰 为 容易 补救 ,后 来 之 新 认识 到 采用 科 利 瓦 金 - 弗 莱 切 方 法 奶 
有 姻 碍 .经 过 一 个 秋天 ,在 各 种 传闻 和 情绪 的 压力 十 , 怀 尔 斯 在 
1993 年 12 月 4 日 向 数学 界 发 了 一 个 电子 邮件 ,说 明 他 对 证 明 的 
检验 过 程 ，…… 发 现 乡 多 问题 ,大 部 分 已 经 解 泪 ,但 是 有 一 个 和 蛙 别 
的 问题 我 还 仙 有 解 琪 …… 我 相信 在 不 远 的 将 来 我 能 够 使 用 我 在 剑 
Pr N UEP WFE ЖЕ hi RB УЕ ЗЕ ТЕ "在 这 困难 的 时 刻 , 怀 尔 斯 向 他 在 
普 林 斯 于 的 另 一 位 好 友 萨 尔 纳 克 {F. Sarnak) iB , BERANTA 
失败 . 萨 尔 纳 克 建议 他 应 当 找 一 个 他 信赖 的 .而且 熟悉 科 利 巨 金 - 
弗 芋 切 方 法 的 专家 经 常 一 起 讨论 技术 细节 ,就 励 他 用 这 种 方式 再 
试 下 去 . 怀 尔 斯 经 过 认真 考虑 以 后 ,决定 洲 请 在 便桥 工作 的 、 估 以 
前 的 学 生 .文章 的 审 稿 人 之 一 理 查 德 ， З 8 (R.Taylor) 3 — # T 

" 45 - 


作 . 但 一 直到 1994 年 夏天 仍然 没有 新 的 突破 .这 年 8 月 ,世界 数学 
家 大 会 在 苏黎世 召开 , 怀 尔 斯 已 经 与 菲 尔 蓝 奖 无 录 ,但 是 大 会 仍然 
北 请 他 在 闭幕 式 上 作 最 后 一 个 大 会 报告 .他 址 诚 地 介绍 自己 对 
TSW 猜想 工作 到 什么 程度 ,为 了 得 到 FLT 还 需要 做 那些 工作 , 何 
时 人 能够 完成 ,他 也 不 知道 .整个 大 厅 以 极 热烈 的 掌声 回答 他 的 演 
讲 ,认可 他 为 数论 学 者 提供 了 一 大 套 新 技术 和 策略 ,这 给 他 很 大 的 
ER. 

就 在 会 后 不 久 ,一 个 星期 一 的 早晨 ,他 准备 再 一 次 寻找 失败 的 
原因 时 ,突然 冒 出 了 一 个 想法 :将 {放弃 的 ) 岩 泽 理 论 与 科 利 瓦 金 一 
ЭЖ ЕВА ЯШ Ж! 果然 情况 确实 如 此 .证 明 最 后 归结 为 一 个 
纯 伐 闭 间 题 : 关 于 Hecke 环 的 完全 交 性 质 . 这 最 后 关口 是 他 与 泰勒 
一 起 找 同 完成 移 .1994 年 10 月 25 日 ,两 篇 文章 一 起 寄 到 国际 权 
RA EAH Annals of Mathematics? ,一 篇 是 怀 尔 斯 署名 的 (H 
ПЕНИН Ж ДЕНЕ), AEREE Hecke fü 
数 的 环 论 性 质 》. 看 法 巧 斯 对 其 中 部 分 论证 作 了 了 重 夫 简化 之 后 ,六 
章 于 1995 FERRE. 至 此 ,一 个 困惑 了 人 了 间 智 考 358 年 的 谜 揭 
开 了 一 一 FLT 正式 获得 证 明 .1996 年 , 怀 尔 斯 和 朗 兰 兹 共同 获得 
活 尔 夫 奖 .这 个 奖 通 常 搜 予 华 生 为 世界 数学 做 出 突出 贡献 的 长 者 ， 
怀 尔 斯 是 第 一 位 获 此 殊荣 的 四 十 允 岁 的 年 青 数学 家 .1998 年 世界 
数学 家 大 会 授予 他 一 个 特别 Fields 奖 { 因 为 他 正式 证 明 FLT 的 
1994 年 时 已 经 过 了 四 十 岁 》. 

ERNER FLT 之 后 近 4 年 ,TSW 猜想 获得 证 明 ， 

JBS FLT 获得 证 明 的 历程 ,除了 解决 这 一 蔷 名 的 狂想 以 外 ， 
至 少 有 以 下 及 点 值得 关注:(1) - -个 难题 的 解决 常常 需要 创造 新 
的 方法 ,而 这 就 推动 了 数学 的 发 展 , 甚 至 后 者 比 解 决 难题 本 身 更 重 
要 . (2) 数学 其 有 统一 性 ; 浓 醒 上 看 来 不 同 的 对 象 , 有 时 草 洁 着 诬 
刻 的 联系 ,因此 学 科 之 间 的 交 及 是 重要 的 , 布 生 植 得 重视 .(3) 在 
独自 深入 和 销 研 的 大 础 上 的 学 术 交 流 是 至 关 重 要 的 ;常常 是 创新 思 
想 的 产生 或 解决 难点 的 催产 素 . 为 此 创造 良好 的 交流 环境 同样 用 
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十 分 重要 的 . 
关于 证 明 FLT 的 有 关 资 料 可 参考 以 下 文章 及 专著 : 


1 Rubin K, Silverberg А. А report on Wiles’ Cambridge 
lectures, Bull of Amer. Math. Soc. (NS), ,1994,31.15 – 38 

2 Faltung G. The proof of Fermat ` s Last Theorem by R. 
Taylor and А. Wiles. Notices of The AMS. July 1995:743 – 746 

з [ 英 ] 西 莹 .: 辛 格 著 , 费 马 大 定理 一 一 一 个 困惑 了 推 间 智者 
358 ERIRE. КЕЧПЕ. 上海 译文 出 版 社 ,1998 

4 冯 克 勤 .代数 数论 简 史 .湖南 教育 出 版 社 ,2002 


习 = 


证 明 下 列 冲 不 定 方程 无 解 : 
(i) а*°+4у*= ,zr>0,y2>0; 
Giat- y= =. y>0,z>0. 
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第 三 章 и ж 


在 日 常生 活 中 ,我 们 所 要 注意 的 常常 不 是 某 旦 整数 ,而 是 这 些 
数 用 某 一 固定 的 数 去 除 所 得 的 余数 .例如 我 们 间 现 在 是 几 点 钟 ,就 
是 用 24 去 除 某 一 个 总 的 时 数 所 得 的 余数 ,又 如 问 现在 是 星期 几 ， 
就 是 问 用 7 去 除 某 一 个 总 的 天 数 所 得 的 余数 , 同 是 几 点 钟 或 同 为 
星期 几 , 常 常 在 生活 中 有 同样 的 意义 .这 样 ,就 在 数学 中 产生 了 同 
余 的 概念 .这 个 概念 的 产生 可 以 说 大 大 丰富 了 数学 的 内 容 . 本 章 首 
先 介绍 同 余 的 概念 及 其 基本 性 质 , 进 而 介绍 所 谓 完 全 剩余 系 及 简 
化 剩余 系 ,然后 建立 两 个 著名 的 定理 ,并 说 明 它 们 对 于 循环 小 数 及 
公开 密 钥 的 应用 .在 最 后 一 和 节 里 ,我 们 介绍 几 个 简单 的 三 钊 和 、. 


$1 同 余 的 概念 及 其 基本 性 质 


证 我 们 从 共 蛋 例子 出 发 .假如 我 们 知 遭 某 月 2 号 是 星期 一 , 那 
么 9 号 .16 号 都 是 星期 一 ,总 之 用 了 去 除 某 月 的 号 数 , 余 数 是 2 的 
都 是 星期 一 ,仿照 这 个 例子 ,我 们 可 以 给 出 干 面 的 

ЖМ RE- ES m, ЕШ Н m 去 除 任意 
两 个 整数 a 与 8 所 得 的 余数 相同 ,我 们 就 说 а,Ь АЯ m AR, iE 
Е а= (тоат). WERKA ППА a,b МК Ж т AAR, 
ФЕ aš b(modm ). 

由 定 饼 立刻 可 以 得 到 下 列 三 个 性 质 : 

用 а=а(тойт), 

Z Ф 4 三 6(modm), 则 5 三 a (тойт), 

两 车 a 三 b{modm) ,8 二 c(modm), 则 a 三 c (тойт). 

定理 1 整数 a,b 对 模 т 间 余 的 充分 与 必要 条 件 是 m1 a 
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—b,Ëla = bt m,i 是 整数 . 

证 а= ma tro b= mg, + r,,0= >r, < m ,0= r,< т, Ф 
а= 0 (тойт), Ш > = r. AE a — b = m (q, — qx). Ыза m | 
a b, |; (qia ga tirio r) А mlr r Bl r, rl 
< т, r, = ra. 证 完 

定理 1 ABH М ях А V uE S Hl F: mla Б, Ша. Б 
叫做 对 模 m ER. 

由 定理 1 及 整 队 的 性质 可 以 很 容易 得 到 下 列 与 相等 类 似 的 性 
Ж: 

T (i) a=b (тоат), a=b, (тойт ), Ш 

a, t a=b + ф,(тпофй лт). 
(п) 6 a + ф==с(тподт). а= с – (той). 
证 WEH 1,2,= 5, + жюг,,а,= b; + mi, AWE 
ау +аз= bhith + та (1+ t), 
BHC). H(i) 
с Вас + (р) (а + ó) + ( — b)==a (rnodm ). 证 完 
成 Æ a =6,(тоіт), а,==5, (аот), D] 
a,a,= b b mod), 
特别 地 , 若 а= 5 (тойт), Й ak==bk(modm). 

证 ”由 定理 1,a,= = b, T mii, a” b, + тї. AIE 

aia 二 biba 十 zm (b, t t hott mt, ta). 
Ж a,a,= b b, modm). 证 完 

一 般 地 ,我 们 有 

定理 2 # А... В, a тойт), 

PY (modm), t=1,2,:*,k, 
则 > A, zt" za == 2 В, „Уп ур (modm). 


特别 地 ， 若 а=, (тоат ), ;=0, 1, , п, 
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am" kta z + + ао b r" + b, z” + + b (тойт). 
证 明 留 给 读者 ， 
= # a=b(modm), H a=ad,b= bd, ,(d,m)=1,HDM 
a,=b,(modm). 
证 НЕНІ, mla b, fH а - р = (а b) (g,m)=1,. 


АХ т |а – b Bl a =b (пойт). 证 完 
我 们 还 可 以 由 定理 1 及 整除 的 性 硕 立 刻 得 内 一些 不 与 相等 类 
似 的 性 质 ， 


ЕВЕ О ()Жж а= (тойт), k >0, Д] а = bk (тойт). 
GDE a=: 5 (тойт), а 是 a ,5 Ж m 的 任 一 正 公 因数 , 则 


证 明 留 给 读者 ， 
% 车 4 三 bl(modm) ,i 二 1,2,… Ë W] 
а= р (тю mi, mast m ]). 
证 ШЖ l,m |a- b,i=1,2, e, Е, ВНР 853 д 
理 , 即 得 [ma т, 11а — Б.Н ХЕ 1 即 得 
a= Б (тпоб[ m, mat, mi 1). 证 完 
Е Ж a=b(modm),d|m,d>0,0] ар (тойд). 
证 明 留 给 读者 . 
Ж Ф а= (пойт), (0, т) = (Б, m), БФ a 能 整除 
m Ra, b 二 数 之 一 , 则 a ВЕ а,Ь 5—7. 
证 由 和 定理 1,a = b+ mr, 再 由 第 一 章 $2 定理 3 BB 
(a,m)= (b,m). 证 完 
以 上 所 讲 的 每 一 个 性 质 都 是 很 简单 的 .但 是 都 非常 重要 ,读者 
应 该 特别 注意 ,以 求 能 够 灵活 运用 . 
在 结束 本 节 以 前 ,我 们 再 谈 一 谈 本 节 所 列 性 质 在 算术 里 的 两 
个 应 用 ， 
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L. 检查 因数 的 一 些 方法 
А 一 整数 能 被 3(9) 整 除 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 它 的 十 进位 
数码 的 和 能 被 3(9) 整 除 . 
证 显然 我 们 只 须 讨 论 任 一 正 整 数 a 就 够 了 .按照 通常 方 
法 ,把 a 写成 十 进位 数 的 形式 ; 即 
a=a,1lÜ” +a, 10" + + a  0=a <10. 
因 10=-1(mod3) , 故 由 定理 2 得 


a=a,+a,-Ə t + a y (mod3). 
HERS, АЈАГ За щн З | >) a,. 同 法 可 得 9|a ща 
=й 


9 


У\а. 证 完 
B 设 正 整数 
а= а,1 000°+ а,.,1 000" 1 + + а,,0<а, <1 000, 
则 7( 或 11 ,或 13) 整 除 a 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 7{ 或 11 或 13) 
整除 
(a, + az te} e (a, + as +) = S- 1)а,. 


证 因为 1000 与 -1 对 模 7( 或 11, 或 13) 同 余 , 故 由 定理 2 
知 a 55- 1)'а, 对 模 TOR 11, R 13) RA. HEARR, T(R 11, 


或 13) 整 除 a 当 且 仅 当 7( 或 11, 或 13) WRIN- 1)'4,， ES 
我 们 来 看 几 个 例子 Е 
例 1 # а= 5 874 192, й] 
Sla, = 5+8+7+4+1+9+2= 36 
ВЕ 3,9 BIR н А,а 能 被 3,9 整除 . 


@ 2 车 a=435 693, 
. §1 > 


к 


Уа, =4+3+5+6+9+3 = 30 


= 0 


能 被 3 整 陈 , 故 由 A,3 是 a 的 因数 .但 3 a, 不 能 被 9 整除 , 故 9 不 


E a MAX. 
ВЗ 若 a=637 693,0] а = 637-1 000+ 693, 


S'a, = 693 – 637 = 56 
r= 


能 被 7 整除 而 不 能 被 11 与 13 整除 , 故 由 В,7 是 a 的 因数 ,但 11. 
13 不 是 а WAR. 
Ёа Жа=75312 289, 0] а =75-1 000 + 312-1 000 + 289, 


> la, = 289 – 312 + 75 = 52 
= 


能 被 13 整除 ,而 不 能 被 7,11 整除 . 故 由 了 B,13 是 a 的 因数 ,而 7 与 
11 不 是 a WAX. 
H. 弃 九 法 (验算 整数 计算 结果 的 方法 ) ”假设 我 们 由 普通 乘 
法 的 运算 方法 求 出 整数 a ,6 的 材积 是 忆 , 并 令 
a=a,10”+a,. 10" +- + aa, 0=a,<10, 
ó =b,10"”+ b, 10" + + 2,05, <10, 
P=cel10 +e, 1042 + c ,0с,<10. 
我 们 说 :如 果 
( 23а.) ( 26, )¥ 22 (049), (1) 


ЯБА 003 3 L ао HYNE? 及 性 质 成 ， 
аё = { УЈа,) (Ds стод), Р = У) с, (mod9). 
=й 170 кай 


m 


+ (5) (>,a )= У) c, (mod) , 


= 0 
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M| a8 关 Pimoqd9), аб ЖЕР. 
以 上 所 说 就 是 弃 九 法 的 原理 .在 实际 验算 时 ,车 а, 5, с. 中 有 
9 出 现 , 还 可 以 去 掉 { 因 9 三 0({mod9)), 我 们 看 一 个 人 重子 . 
例 5 i 2 =28 997,5 =39 495. 如 时 按照 普通 计算 方法 得 到 
a,b ARRP] 145 236 415 ,那么 我 们 按照 上 述 方法 
a==]7(moed9),b=3(mod9), P=32(mod9). 
但 3-172:32(mod9),, 
ШАТИ Н ЗЕ. 
恢 照 上 述 方 法 的 道理 ,同样 可 以 得 出 验算 和 .、 差 的 正确 性 的 方 
法 .这 个 验算 方法 的 优点 在 于 很 容易 求 出 !1) 式 ,因此 验算 可 以 进 
行 得 比较 快 . 
但 是 应 该 特别 注意 当 使 用 弃 九 法 时 ,得 出 的 结果 虽然 是 
(Xa (28 )= 27 (тод), 
ШИЖ Se 2 É КЕ Ja YF 38 E: E ААУ. ТЕ ЕТ BJ Bl rh , iF g8 By 28 
果 是 1 145 236 515. 如 果 有 人 计算 出 来 的 结果 是 1 145 235 615.96 
么 用 弃 九 法 ,就 得 
3-17=33(mod9) ， 
而 并 未 检查 出 错误 来 ,因此 这 个 验算 方法 并 不 能 完全 保证 运算 的 
正确 性 . 


习 题 


1. EREA 2 REME, Е. 
2. HEH 
а= а, 10" + а, il07 ! +. + о, 0а, <10, 


试 证 11 整除 a 的 充分 上 且 必 要 条 件 是 11 整除 [е Iya, . 


З. 找 出 整数 能 被 37,101 整除 的 判别 条 件 来 
4. ПЕНЯ 641|2”41. 
5. Ж а Е Hy, i 
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аё ==1(шоа2"'?) {я2=1). 
6. ЛР ЧАТА Н F Pj 6 ВЈ Е 0; Жр 
{1) 1 535 625, 
(iy 1 158 0655. 


52 剩余 类 及 完全 剩余 系 


我 们 在 上 节 引 进 了 同 余 的 概念 ,由 于 有 了 同 余 的 概念 ,我 们 就 
可 以 拒 佘 数 相 所 的 数 放 在 一 起 ,这样 就 产生 了 晋 余 类 的 概念 .本 节 
的 目的 就 是 讨论 剩余 类 以 及 与 利 余 类 有 关 的 完全 剩余 系 的 性 质 . 
我 们 先 证 明 

定理 1 Ж m 是 一 个 给 定 的 正 整 数 , 则 全 部 整数 可 分 成 m 
个 集合 , 记 作 K, K, K, ri K,(r=0,1,…,m 一 1) 是 由 
一 切 形 如 gm + r (Qa =0, + 1, +2.) 593 9 #Н ДЕП. 这些 集 合 
其 有 下 列 性 质 : 

(1) 每 一 整数 必 和 包含 在 而 且 仅 在 上 述 的 一 个 集合 里 面 ， 

(ü) 两 个 整数 间 在 一 个 集合 的 充分 与 必要 条 忻 是 这 两 个 整数 
对 模 m 同 余 . 

证 (i) 设 a 是 性 一 整数 ,由 第 一 章 $1 定 理 4 即 得 

a=a,m + r. .,0= r. < m. 
АЖ а # K, 内 .又 由 同一 定理 知道 + 是 由 a 惟一 确定 的 ,因此 а 只 
能 在 К, 内 . 

Gi) 设 a,b 是 两 个 整数 ,并 且 痢 在 K, 内 , 则 

a=qm+r.,b= g. m+ r, 

故 a=b (пойт ). AZE 4a 三 6b(modm), 则 由 间 余 的 定义 即 知 a, 
b ВЕК, р. ШЕ ЗЕ 

定 光 ”定理 1 中 的 Ko’ Ko, Ko 叫做 模 m KARA, — 
个 剩余 类 中 任 一 数 叫做 它 忆 类 的 数 的 剩余 . 若 aa ean 是 
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m 个 整数 ,并 且 其 中 任何 两 数 都 不 同 在 一 个 剩余 类 里 , 则 a,,…， 
an MRR m 的 一 个 完全 剩余 系 . 

由 定理 1 及 上 述 定义 ,我 们 立刻 得 到 

ЖР m 个 整数 作成 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 的 充分 与 必要 
条 件 是 两 两 对 模 m 不 同 余 ( 留 给 读者 证 明 ). 

例 由 推论 我 们 知道 序列 

Ol, те 1; (1) 

Om +tle amta, (m -1)m +(m-1); (2) 

О, = m+tl tl m ta, ,(—- 1)” !m+(m-1 (3) 
MER m 的 完全 剩余 系 . 

当 m 是 双 数 时 ,序列 


-m _ m .. — ә. T 1, 
РЛЫ ytl, ЫШ 1,0,1, +7 1; (4) 


-F tlpn, 10.1... 1, (5) 


都 是 模 m 的 完全 剩余 系 . 
当 т 是 单数 时 ,序列 


-0 an (6) 


ER m 的 完全 剩余 系 ， 

定理 2 设 是 正 整 数 ,(a,m)=1,5 是 任意 整数 ,车 x 通 
ЛВ т 的 一 个 完全 剩余 系 , 则 az + b 也 通过 模 m 的 完全 剩余 系 ， 
也 就 是 说 ,着 aoar a, ÆR m 的 完全 剩余 系 , 则 aao+ 5, 
ааз + b," aa, + b EER т 的 完全 剩余 系 . 

证 由 定理 1 的 推论 ,只 要 证 明 аа, + ф,аа, + b," да} 
+ 两 两 不 同 余 就 够 了 .我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 一 点 . 

假定 aa, + b= aa, + Ь (тоат), (71563). н 91 性 质 ] 即 得 
aa, = aa, ( modm ). 再 由 性 质 已 及 (a,mm)=1 即 得 а, = a, 
(mod m ). 0 Goa an JE SG 2 014 ЖА КНБ Jn. КЕШ 
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定理 3 Ж mi Pa 是 互 质 的 两 个 正 整 数 , 而 z3r: 分 别 通过 
Ë mom 的 完全 剩余 系 , 则 mir, t m iz. 通过 模 mm, 的 完全 
Ш. 

证 ”由 假设 知道 rx, 分 别 通 过 m, mms 个 整数 .因此 mir 
+ пух, 通过 тут, 个 整数 .由 定理 1 的 推论 ,只 须 证 明 这 >, m, 
个 整数 对 模 mim, рЫ тя Г. 

Ве 


тах, t тулу mz + тух. modmi ma), (7) 
其 中 rir E z, 所 通过 的 完全 剩余 系 中 的 整数 ,而 z, z; J PT 388 
过 芍 完 全 剩余 系 中 的 整数 , 则 由 $1 性质 王 即 得 
mr; = mxr (тойт), 
туз; mr (modm, ). 
又 由 人 1 性 质 已 及 (ml, m,)= 1 ШАҢ ж = (mod=m,), r= z? 
‘modm;). 由 定理 1 的 推论 得 +1 = zl,z,= r ARRU >, ,x 
与 ху, ;个 全 相同 ,(7) 式 即 不 成 立 .因此 定理 获 证 . 证 完 
最 后 我 们 给 出 以 下 的 
EX 0,1,…,m 一 1 这 т 个 整数 叫做 模 wx 的 最 小 非 筑 完全 


WER; т 是 偶数 时 ,一 地,…, 10.1. 1-7 tl, 
—1,0,1,77, FHR m 的 绝对 量 小 完全 剩余 系 ; 当 m 是 奇数 


时 ,一 于 了 10.1, n т 的 绝对 最 小 完全 和 


余 系 . 
这 几 个 完全 剩余 系 是 完全 剩余 系 中 最 简单 的 ,以 后 常常 用 到 . 
注 :如 果 将 模 ж (ТЕ ЖО) #0 ЖЯ ЖЩ — о Ж, Ж ях Ж 
HB ЖИЫ. ИПИ Ж Жш, Š 1 的 同 余 的 运算 性质 就 可 以 转化 为 
. 56 · 


剩余 类 的 运算 性 质 等 等 . 这样, 模 的 剩余 类 的 集合 对 这 些 运算 就 作 
成 一 个 环 , 称 为 剩余 类 环 . 如 果 模 是 合 数 ,那么 就 有 不 等 于 零 的 条 
RE , 相 乘 后 为 零 , 即 有 零 因 子 . 这 就 为 抽象 代数 提供 了 一 个 有 零 
因子 的 环 的 具体 例子 . 上述 环 中 所 有 与 模 m 互 质 的 剩余 类 (参看 
下 市 ) 对 乘法 作成 一 个 群 , 当 模 m 为 质数 pp 时 ,上 述 的 环 成 一 个 
域 ,通常 记 作 F,. 它 有 p 个 元 素 ,这 是 有 限 域 的 一 个 重要 例子 .对 
于 多 项 式 的 同 余 也 可 以 有 类 似 的 结论. 如 果 读 者 能 加 以 具体 而 严 
格 的 考察 ,那么 就 会 对 (抽象 ) 代 数 的 某 些 基本 概念 和 性 质 有 更 好 
的 理解 . 
J 题 

1. 证 明 

工本 0 的 一 
个 完 爹 制 余 系 . 

2. Ж momom 是 上 个 两 两 豆 质 的 正 整 数 x,a, e 分 别 通过 
В трон, 的 完全 琵 余 系 ,; 刚 

M, z, t M; xz, t-o + Mr 

Ш miomo m= m 99562 38) b 8 ,其 中 me mM ,i=1,2, Ë. 

з. 证明 整数 - H... 1001,0 н(н 3 了 上) 中 等 一 个 整数 有 
而 且 只 有 一 种 方法 表示 成 

З" З" 3р + (8) 

的 形状 ,其 中 > = — 1,08 1. > (Sri > - H ,3: B < H. 

(u) 说 明 应 用 nti УВО ВЕНЕ ДЕ ЖЕ ИДИШ 1 到 扬中 的 任何 
“т 

4. 车 ту, ту, im Ж £ TEER, 2,2,7, 2, 分 别 通 过 权 т,, 
туу, 的 完全 剩余 系 , 刚 

Zi 十 mim эү, ту + o + mina" mm) Q Ty 


通过 模 m im; m, 的 完全 剩余 式 . 
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53 简化 剩余 系 与 欧 拉 函数 


在 上 节 里 我 们 讨论 了 完全 剩余 系 的 基本 人 性质, 这 一 节 我 们 襄 
进一步 讨论 完全 剩余 系 中 与 模 互 质 的 整数 ,这 就 需要 引进 简化 剩 
余 系 的 概念 .在 讨论 简化 剩余 系 的 过 程 中 ,需要 用 到 数论 上 一 个 很 
重要 的 函数 一 一 网 拉 (Euler) 责 数 .我 们 先 给 出 几 个 定义 . 

EX KESH p(a) 是 定义 在 正 整 数 上 的 函数 , 它 在 正 整 
Жа 上 的 值 等 于 序列 0,1,2,…,a 一 1 中 与 a 互 质 的 数 的 个 数 . 

定义 ”如 果 一 个 模 m 的 剩余 类 里 面 的 数 与 六 互 质 ,就 把 它 
叫 敌 一 个 与 模 m нин 2:26. 

在 与 模 m 互 质 的 全 部 剩余 类 中 ,从 每 一 类 各 任 取 一 数 所 作成 
的 数 的 集合 ,叫做 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 

定理 1 Ë m КУЕ m 互 质 的 充分 与 必要 条 件 是 此 
类 中 有 一 数 与 т 互 质 .因此 与 模 m 互 质 的 剩余 类 的 个 数 是 
фт), т 的 每 一 简化 剩余 系 是 由 与 x НИ ЙЧ pCm) 个 对 模 m 
不 同 余 的 整数 组 成 的 . 

证 WK AK, K. ER т HERRAR. E K, 是 一 个 
УЖ т 互 质 的 剩余 类 , 则 (rr,m) =1. 反 之 车 有 k EK, (km) 
=1, 则 由 $2 定理 1 K S1 ERZ, K. 中 每 一 个 整数 都 与 着 互 
质 ,因而 K, 是 与 模 m 互 质 的 剩余 类 ,改定 理 的 第 一 部 分 获 证 , 且 
K, HSA m 互 质 的 剩余 类 当 妊 仅 当 (r ,mr)=1. 因 此 由 欧 拉 函数 
的 定义 及 模 m 的 简化 剩余 系 的 定义 即 得 定理 的 其 余部 分 ， 证 完 

定理 2 Ë apan dawe фт) АУ m 互 质 的 整数 ,并 
且 两 两 对 模 m КАЯ, Ш a,,as,…, aon 是 模 mm 的 一 个 简化 剩 
余 系 (证 明 留 给 读者 ). 

与 2 定理 2 相似 ,我 们 有 

定理 3 Ж(а,т)—1,х W PER m 的 简化 剩余 系 , 则 ¿x 通 
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计 模 wz 的 简化 剩余 系 . 

证 ат 通过 pf( 和 着 )? 个 整数 ,由 于 ka, 加)=1:0zym)=1, 故 
(az, т) = 1, Ë az, == az; (тойт), H $1 EED, >, = 
zzftmodi), 这 与 原 设 矛 盾 . 故 由 定理 2, 定 理 获 证 ， 证 完 

定理 4 Fr mi, m, 是 两 个 互 质 的 正 整 数 ,zi,x， 分 别 通过 模 
т.т. 的 简化 剩余 系 , 则 mrt түл, 通过 模 m m, ЇЇ} 8 (u J 
ЖЖ. 

证 由 年 理 1 我 们 立刻 看 出 ,简化 剩余 系 是 一 个 完全 剩余 系 
中 一 切 与 模 互 质 的 整数 作成 的 ,因此 只 须 证 明 : 若 x,,x, 分 别 通 
过 模 mx, т, 的 简化 剩余 系 , 则 miri + түл, 通过 模 mm, 的 一 
个 完全 剩余 系 中 一 切 与 模 түт, 互 质 的 整数 . 

由 人 2 和 证 理 3 知 , 若 лу, х, 分 别 通过 模 тү, т, З 2 aj 2: 
RM mixi +t m iz; 通过 模 тут, 的 完全 剩余 系 ., 又 车 (zi 和) 
= (zs т.) = 1, fH (т, m) = 1 ËB (тад m.) = (ту, 
т.) =1, Р ( тх, + miz mi) =l, mizit m, z, т,) = 1. ## 
(moti + тух, тат) = 1. ZZ ,3F (m;z, + mits, mim.) = 1, 
(ох, + m z), т) = (mz T miz m.) = 1. HMA 81 FEF 
#S,(m.z im )= (туло, тз) = 1. 因 为 (mr, m) = 所 以 (z， 


ті) = (т,,ж») 二 1, 这 就 证 明了 所 要 证 的 结论 . 证 完 
推论 ”车 m,, m, 是 两 个 互 质 的 正 整 数 , BHI @(mim,) = 
pimi) pim). 


证 由 和 定理 4 知 , 若 z,,z, 分 别 通过 模 m.m 的 简化 剩余 
Ж.Ш тох, + m iz, 通过 模 т.т, 的 简化 剩余 系 , 即 ma + 
mi: 通过 pmm T 883.5 r BW H + x, 通过 pim) tH 
Ў, =, р(т,) ЧЕЙ, ЈН mazit m z, 通过 Ф(т.)ф(т,) 
TER. Ф(т,т,) = Ф(т,)ф(т,). 证 完 

定理 5 а= pu p2-- pr, W 

. $9 >» 


а) 


证 G) 由 定理 4 推论 旭 得 
фФ(а)=еф(р!)ф( ру) p( pe). 
(ü) 今 将 证 plp =p- р. H pla) 的 定义 知 g(p") 等 于 
№ p' REL c p 中 与 pj" 不 互 质 的 数 的 个 数 ; 亦 即 等 于 从 pp" 8 
去 1,… ,pr 中 与 p 椒 互 质 的 数 的 个 数 .由 于 是 质数 , 放 p(p") 等 
于 从 к REEL p 中 被 p 整除 的 数 的 个 数 , 但 由 第 一 章 5 性 


质 避 知 1,… p Ф р 整除 的 数 的 个 数 是 | |= ре Ж 
Фр) = р -pr 
(in) H (1). (а) 8018 
Ф(а) = (ро pu Mpz- ру yi (рр ра 1) 


1 1 | | rer = 
= 一 一 ~ — þei} ~> j]. 
а x): z; P; ШЕЕ 


2] 题 


1. EHEH? 
Жж ж, 


El 1 
У (9) = yem, 
其 中 УХ 表示 展 布 在 & 所 和 通过 的 一 切 值 上 的 和 式 
£ 
З.С) ЕН pil) + фр) ++ p(p')= р, p Ж 
GD 证 明 Уур(4) = za 其 中 > 表示 展 布 在 a 的 一 切 正 因数 上 的 和 式 . 
ala di 

4. 车 Pa Ere "a ts 是 上 & 9 В 8 ЛЕ ОТЕ 3 0, Ё. Ë... Š, 分 别 通 过 

模 x n 的 简化 剩余 系 , 则 
Mi + Mié, toet BM 
通过 模 HH lz PE Р 的 简化 剩余 系 ,其 中 т 一 2 AT 之 
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54 欧 拉 定 理 ' 费 马 定 理 及 其 
对 循环 小 数 的 应 用 


理 , 并 且说 明 它 在 研究 循环 小 数 时 的 用 处 ， 
定理 1(Euler) # т 是 大 于 1 ЙЗ, (а, т) =1, ДІ 
as” =1(modm). 
证 Ё, ғ, Tam E m [ТБ] А: Ж.И Š 3 定理 
3,ariyarz y агы „у т 的 简化 剩余 系 , 故 
(ағ) (ағу) == Муту Стол ), 
В ат" (rir rn) rr (тойт), 
18 (5, т) = (r,, т) = = (н) m)= 1, ВА r (a) me) 
=}. 
Н 51 ЕДГ, 8 
a=] (modm } 证 完 
Hit (Fermat ЖЕ} 若 记 是 素数 , 则 
af=a (modp ). 
证 车 (a,p)=1, 由 定理 1 及 $3 定理 5 即 得 
a" 三 1(modp), 
因而 а?к=а (moda). (а, р)561, 0 pla, $t 
а?==а (тор). 证 完 
定理 1 及 其 推论 在 数论 里 是 很 有 用 的 ,下 面 我 们 只 说 明 它 在 
研究 分 数 与 小 数 互 化 时 的 用 处 . 


任何 一 个 有 理 数 都 可 以 写成 分 数 的 形式 , 即 世 ,5 >0, 由 第 一 
ASI ERSA a= bq + r ,0=7r< b, Вр 


а r 


ESE OSE <I. 


ШЕТ ШЕ 


国 此 我 们 只 讨论 0 与 工 间 的 分 数 与 小 数 互 化 的 后 题 . 

定 兴 ”如 果 对 于 一 个 无 限 小 数 0. ajasa, (а, E 0, 
1,…,9 之 中 的 一 个 数 和 码 , 并 和 且 从 任 柯 一 位 以 后 不 全 是 0) 能 找到 两 
个 整数 s0, r >0 使 得 

a, a sil, 0,1,2,.. 
我 们 就 称 它 为 循环 小 数 ,并 简单 地 把 它 记 作 б. аа од, 
IFEA Ta, RA ELR s 及 上 是 不 只 一 个 的 .如 
果 找 到 的 硅 是 最 小 的 ,我 们 就 称 al, a, U a РТ; Ж 
为 循环 节 的 长 度 ; 若 最 小 的 5s=0, 那 小 数 就 叫 拖 纯 糙 环 小 数 , 否 则 
Ж ЛАШ. 

定理 2 有 更 数 ,0< a<5,(a,5)=1, 能 表 成 纯 循环 小 数 
的 充分 与 必要 条 件 是 (5 ,10)= 1. 


证 (i) 若 寺 能 表 成 纯 循 环 小 数 , 则 由 O< Z < 1 及 定义 知 


=Ü. Ajda 7k attt a 


S| а 


因而 
10: = 10° la, +10 а, + --- + 10а, ta,+ 


G 


6 
а __ g T — — EO 
By = үгү, ËD 2010-1) = ёа. (а,Ь) =1 PB bI (10-1), 


因而 人 ,107 = 1 
(ü) 车 (68,10) =1, 则 由 定理 1 知 丰 一 正 整 数 : 使 得 
10'=1(modb) .0< = pgp(b) 


0. аа, '"аартагт = 4q+—,g2>0. 


成 立 , 因 此 10% = gta, В0<0<10' 10 (1 地 )<10 -1 
в 62 . 


a a 
10 == Ф + =. 
b Чоь 
© q=10q ta, ау = 10; + а, |, G1= 104. + a, ,0=a, 


9,1 а= 10%, + 10° ai+…+t0a +а,. В 0<g<10 -1, El 
得 q =0, H. GQ Gos] T" s i; 不 全 是 ,也 不 全 是 0. ВНЖ 


1 
== 0. Ga ia." a, + Б 
反复 应 用 上 和 式 即 得 
P0 aar aaar a = 0.200. 证 完 


定理 3 жан, Дф О<а<ь, (а, Б) = 1, Б = 
2*5®Ь, ‚(Ьу ,10) =1,5,51,а.8 KERF, дое 
数 ,其 中 不 循环 的 位 数 是 上 = тпах(а, 8) (8 а, 中 之 较 大 者 ). 


证 ”为 不 失 一 般 性 ,我 们 假定 = Вга. Н 10° 7-18 
„а _ 2 "a _ a, 
10y =7р—=М+т, 
HP La < 6,,0=<М<10 Handb) = (2° “a — Mb,, 5.) = 


(2" “a ,b,) = 1. H Ж 2, [ЫЕ RR AUA E; 


fip ippeg. 
L 


设 M = m,10“ 1 + + m, OS m ,ss<9) Ж 
Z= =0. у" түсү. 
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我 们 还 要 证 明 不 循环 位 数 不 能 小 于 .假定 于 又 可 以 表 威 


а 
b 


=0,m' m cc (v< и), 
则 由 定理 2， 
“ _ . = ”一 
10° 2-—]10 а | oep =, 
其 中 (0 ,10)=1. 故 


J а 

10g Eg 

Rp 1006; = a b. 
上 式 右 边 可 用 3 = 5* Е, Аа 及 bi 都 与 5 互 质 ( 因 (a,b) 
=1,{5’ ,10)=1). 故 5:|10". 但 >v, 这 显然 不 可 能 . 证 完 

习 题 


1. 如 加 今天 是 星期 一 , 问 从 今天 起 得 过 10” 天 是 星期 几 ? 
2. 求 (12 371* +3" 111 除 的 余数 . 
3З. 6 全) 证 明 下 列 事 实 查 不 许 用 定理 1 推论 : 若 p EN. h i. h," h, 是 
整数 , 则 
(Аа +В, + АРА + + А?(тойр}. 
ci) h (з) ЕВ E ЯШ 1 #Eip ,然后 再 由 定理 1 推论 证 明定 理 1. 


4. ERAMA .0<a a< &,(а,&) = 1 表 成 纯 循 环 小 数 的 充分 与 必要 


ЕА — E ЛЕК г 司 得 局 余 式 
10“==1{тподё) 
成 立 , 并 且 使 得 上 上 式 成 立 的 最 小 正 整 数 + SK sF 6 u ВЕ. 


$5 公开 密 钥 一 一 RSA 体制 


在 通讯 中 ,对 某 些 特定 内 容 有 时 需要 保密 , 即 只 有 通讯 的 双方 
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知道 ,而 不 让 其 他 任何 人 了 解 内 容 . 自 二 以 来 ,在 军事 .政治 中 传达 
一 些 命 令 .策略 时 ,都 是 需要 的 .于 是 出 现在 通讯 中 采用 密码 的 间 
题 . 即 通讯 双方 事先 约定 一 种 办 法 ,将 公开 的 信息 (例如 普通 的 文 
字 表 达 的 信息 ) 改 变 成 只 有 对 方才 能 识别 的 信息 ,这 种 通讯 的 方式 
就 叫 密码 通讯 .实际 的 过 程 是 : 先 将 公开 的 信息 译 成 一 种 “ 码 子 ”， 
通常 是 代表 信息 的 数字 (例如 电报 码 等 等 ), 这 种 “ 码 子 ”, 为 了 方 
便 , 称 为 明码 ;然后 将 明码 译 成 只 有 对 方才 能 识别 的 “ 码 子 ", 这 后 
一 种 “ 码 于 " 称 为 密码 ;将 明码 译 成 密码 的 方法 称 为 加 密 程序 ,接受 
方 收 到 密 锁 后 , 即 可 按照 约定 的 方法 将 密码 还 原 成 明码 ,这 种 还 原 
的 方法 称 为 解密 程序 .最 后 即 可 将 还 原 后 的 明码 读 出 发 送 方 寡 出 
的 信息 .大 致 的 过 程 如 下 图 : 


дэнш явна 
会 开 信 息 一 明码 一 密码 密码 一 明码 一 会 开 信息 


为 了 执行 加 密 程 序 和 解密 程序 , 遗 常 有 相应 的 密 铜 和解 钥 .这 就 是 
密码 通讯 的 大 致 过 程 . 

在 现代 社会 中 ,计算 机 技术 和 网 络 如 此 发 过, 通讯 的 保密 更 是 
多 方面 的 需 训 ,例如 单 就 一 全 公司 就 有 销售 .进货 .财务 等 方面 和 
很 多 公司 客户 联系 ,其 中 多 数 有 保密 必要 .如 果 按 传统 的 办 法 ,对 
等 一 个 客户 都 要 约定 保密 的 方案 ,这 样 会 不 肚 其 烦 .那么 整个 社会 
对 保密 的 需要 范围 之 多 且 广 就 多 不 胜 数 ,其 至 可 以 说 达到 没有 办 
法 的 程度 .因此 近年 来 担 出 一 个 非常 重要 的 向 题 一 一 信息 安全 阿 
题 .1976 年 ,美国 的 年 轻 数学 家 和 计算 机 专家 榜 弗 { 妈 .Diffiey 和 黄 
ЯМ (М. Hellman) H ii — fh EA А JF SF $H ( public key) 体 制 , 他 
们 的 特点 是 保密 性 强 ,加 密 程 序 和 密 钥 公开 ,而 且 存 同一 体制 中 可 
AEREE PiE. 1977 年 美国 麻 省 理工 学 院 (MIT} 的 里 维 斯 
(R.Rivest) ‚ЇР ЖЯ (А. Shamir) ЖЕ #z (L. Adleman) Ж ЕБ ЕЗ} 
和 赫 尔 曼 设想 提出 一 种 具体 的 公开 密 铀 体制 , 它 是 一 种 应 用 欧 拉 
定理 ,具有 上 述 性 质 薪 且 可 以 实用 的 体制 ,后 来 人 们 用 他 们 三 人 的 
名 字 的 字 头 为 它 命 名 , 称 为 RSA. 我 们 先 来 介绍 这 种 体制 . 
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设 р, 是 两 个 大 质数 ,例如 位 数 超 过 100; N = разе, 2 满足 
Ж % :ed==1(mode(N)), Дин p(l N) E N нише 
钥 和 解 钥 分 别 是 е, N 和 有 .密码 通讯 的 过 程 如 下 : 设 有 一 明码 是 
数字 a (0= а= N — 1). 加密 程 序 是 将 数字 a 通过 关系 а 二 
b(modN), SASN- RRR b у BD b 送 给 接受 方 ; 
接受 方 收 到 密码 已 后 ,解密 程序 是 根据 e, d 的 定义 ,通过 关系 
式 
b =a Ea t= q(modN) (1) 
将 密码 b 还 原 成 明码 a Ek т ЇЧЇН X: Е I ЊЕ. IH 
为 当 (a ,N)=1 时 ,由 欧 控 定理 知 相 等 关系 成 立 .否则 需要 证 明 ， 


aMMa (оар), а = а (modg) (2) 
ЖМ. ЕҢ BK hu PE 3 500 
ФОМ) = e(po)= (p  1)(q -1), (3) 


TEY pp 整除 a 时 ,(2) 的 第 一 式 显然 成 立 ; 当 p 不 能 整除 a 时 ， 
则 由 费 马 定理 知 (2) 的 第 一 式 成 立 ,因此 (2) 的 第 一 式 对 任何 a 成 
让 .同样 可 证 (2) 的 第 二 式 对 任何 a 成立. 特别 值得 注意 的 是 : 密 
H eN 可 以 公开 .就 是 说 ,如 果 某 人 介 握 了 解 铀 a 而 不 向 其 他 人 
+, i E 2: 3F32 fs fb КИД Ж e, N , IBA ff jn] Ай BJ F Е 
的 加 密 程 序 向 他 发 送 密 码 , 只 有 他 本 人 可 以 读 出 送 来 的 信息 ,而 其 
他 人 都 不 可 能 了 解 .为 什么 ? 因为 要 想 知 道 с, S D AH XH M 
P(N). 而 由 (3) 知 , 求 pg(N) 就 需要 知道 N 的 质 因子 p,qg. 当 peg 
的 位 数 很 大 时 ,例如 上 述 р, с 的 位 数 超过 100, 按 照 现 有 的 数学 方 
法 ,即使 加 土 现 有 的 超级 电子 计算 机 ,也 不 可 能 在 限定 时 间 内 知道 
9{N) 的 值 ,因而 不 可 能 知道 & .这 就 是 说 ,RSA 的 保密 性 能 是 很 
好 的 . 

EEK RSA 可 以 周 时 人 殿 很 多 客户 重用 .因为 N 很 大 ,从 而 
Pt 和 NN) 也 很 大 ,所 以 可 以 有 很 密 对 e ,di=1 2.… 满 足 

ed;=l(modp(N}),i=1,2,.. 
如 有 果 分 配给 第 i 个 客户 的 密 钥 和 解 钥 分 别 为 e ,N Md ,那么 显然 
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可 以 设 定 足够 多 的 密 钥 和 解 钥 对 供 窜 户 使 用 .具体 使 用 时 ,就 像 电 
话 号 码 往 一样 ,将 所 有 用 户 的 密 钥 e 编 入 一 个 登记 册 ( 因 为 N 是 
共同 的 ,只 需 声 明 一 次 即 可 ), 而 解 钥 由 客户 保存 .这 样 任何 人 {不 
ШЕ БАЈАН РТ) УЛАНА e, N 向 第 i 个 客户 发 送 密 码 , 这 
个 体系 中 的 客户 不 再 需要 与 他 有 来 往 的 客户 逐个 约定 秘密 通讯 的 
办 法 .这 样 , 在 保密 通讯 中 给 使 用 同一 RSA B$ £ £ H F: ЕШ r 18 
大 的 方便 . 

关于 RSA 的 保密 性 能 .在 历史 上 有 一 个 有 趣 的 故事 ,通过 它 
揭示 了 一 些 有 关 的 问题 .1977 FEHER bb Ж ЛКЕН — +` 
129 位 的 数 N 和 一 个 4 位 数 e XJ— + 2 T 35 W 59 B ТЕ RSA 中 
加 蜜 , 即 所 谓 的 RSA-129. 还 悬赏 100 美元 , 奖 给 第 一 个 破译 该 密 
码 的 人 -他们 认为 按照 当时 计算 机 的 速度 ,估计 分 解 一 个 129 位 的 
数 大 约 要 花 23 000 年 ,计算 速度 提高 可 能 会 降低 一 两 个 数量 级 ， 
但 是 安全 人 性 似乎 仍然 相当 有 保证 .然而 出 乎 他 们 的 预料 ,仅仅 在 
17 年 之 后 RSA-129 就 败 于 阵 来 .分 解 成 药 的 核心 在 于 发 明了 一 种 
新 的 饰 法 一 一 二 次 得 法 ,这 方法 有 一 个 优点 是 能 将 工作 分 散 到 不 
同 的 计算 机 上 去 做 .人 们 组 织 了 大 约 有 六 百 多 人 的 因子 分 解 迷 ,经 
过 从 个 月 的 努力 找到 了 RSA-129 的 分 别 为 64 位 和 65 位 的 两 个 
质 因 数 .但 是 ,RSA-129 分 解 的 成 功 ,甚至 包括 数学 家 们 近年 来 不 
断 创 造 的 许多 新 算法 ,例如 二 次 得 法 СИРЕ ЖЕЛЕ ЖЕ, Н 
前 还 不 足以 威胁 RSA 体制 的 安全 性 ,因为 用 以 分 解数 字 所 需要 的 
计算 机 的 能 力 , 随 若 数字 的 位 数 的 增加 而 飞快 地 增加 . 例如 ,使 用 
RSA-200 至 RSA-300 ,那么 除非 计算 数论 有 惊人 的 突破 ,否则 因子 
分 解 在 一 个 长 时 期 内 仍 匈 是 个 难题 .不 过 数论 学 家 还 是 相信 :进展 
到 来 的 期 限 ,就 像 整 数 本 身 一 样 ,一 定 届 指 相 数 .这 或 许 足以 说 明 
智慧 的 创新 和 理论 的 精湛 是 商 技术 的 核心 ， 

有 了 RSA 这 个 具体 例子 ,我们 再 来 介绍 标 弗 和 赫 尔 量 提出 的 
公开 审 钥 体制 ,也 许可 以 理解 得 具体 一 些 . 他 们 提出 的 体制 的 关键 
EWER KA KA E 作为 密 钥 .所 请 单 向 消 数 玉 FE — 483] 3⁄ ра 
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Ж, IB ауе D = E 非常 难 求 出 .在 RSA 中 是 如 下 地 定 
多 单 向 函数 e XR Оа М -1 ,通过 关系 at= b (modN )3E S 
е(а) = 5,0=<5=< 3-1,8 b Жа т М Fx ¿JA 3E 36 ЖЛЕ; ИЛ РЁ 
# UM HERA Б = а (тоа) ,0=<а,5=< N - 1 EX. BRA n T H 
JaeA.i=1,2, ,2, 每 个 用 户 А, 各 自选 取 -4 AAR Е, 作为 
自己 的 密 钥 会 之 于 从 , JEI È ТЯ 8 a 8 , 供 用 户 查 用 ,但 是 
将 D =E 作为 自己 的 解 锅 保 存 , 不 让 他 人 知道 . 当 用 户 А 要 将 
明码 xz 保密 地 送 给 4A, 时 ,将 密码 y= E (х)Ж# 六; 而 А, Ú у 
后 ,用 D, 作用 于 y, 即 可 得 到 D (y) = ЕГЕ, (х) = х. Р 
来 说 , 即 令 他 裁 获 到 审 码 y, 其 至 知道 是 A, 送 给 A. 的 ,在 查 到 E 
之 证 也 很 难 求 出 品 ,所 以 不 能 将 y 恢复 成 明码 了 ， 

这 种 公开 密 钥 体制 除了 可 供 = 个 客户 公用 以 外 ,还 解决 了 长 
期 存在 的 另 一 个 难题 , 即 信息 的 认证 和 签名 问题 《当然 RSA 也 具 
有 这 种 功能 ). ШЖ А, 需要 通过 通讯 (网络) 向 А, 要 一 笔 款项 . 当 
RER А, 在 信息 上 签名 ,以 防 别 人 骨 领 .公开 密 钥 可 以 解决 这 个 
问题 .A, HI E BD, 作用 于 签名 x ,再 将 y= 了 D(z) 送 给 4 ,4 
收 到 后 并 查 出 E, E, 作用 于 y 就 可 恢复 签名 EE,(y)= ED,( z) 
二 下. 因为 只 有 А, 知道 DD,, 所 以 就 能 确认 信息 来 自 А. 实际 上 ,在 
公开 害 钥 体制 中 ,还 可 以 同时 进行 加 密 和 签名 两 种 程序 : A. 对 和信 
B = ЖЕНОМ) E OIE) Ж у= ED (x) ALA, 
接 色 后 ,对 у 接连 作用 DD (解密 ) 和 FE.( 确 认 ), 得 到 

ED (у) = EDED,(z)= ED (z)= z, 
从而 可 以 读 到 原文 . 

1976 年 标 弗 和 赫 尔 曼 提 出 公开 密 钥 体制 以 后 ,由 于 可 以 同时 
解决 密 钥 保存 、 数 字 签 名 和 多 用 户 公 用 等 一 系列 问题 ,引起 了 通讯 
界 和 数学 界 的 极 大 兴趣 ,一 时 间 纷 纷 设计 出 各 种 各 样 的 具体 的 公 
开 密 钥 方 案 ., 很 多 方案 随后 又 不 断 受 到 别人 攻击 和 破解 ,所 谓 破 解 
就 十 找到 了 单 向 蚂 数 五 АО КЕ :的 快捷 算法 ,从 而 使 该 方案 
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不 能 起 保密 作用 ,20 老年 来 ,只 剩 下 大 数 分 解 方案 , 即 RSA УЖ, 
还 有 离散 对 数 方案 {参看 第 六 章 33). 这 两 种 方案 有 目前 被 认为 是 可 
靠 的 ,因为 对 于 这 两 个 方案 ,数学 家 经 过 多 年 研究 ,还 没有 找到 破 
解 的 方法 .公开 密 钥 体制 说 明了 两 个 重要 的 事实 :(b) 在 现代 商 技 
术 社 会 中 , 即 令 像 数论 这 样 被 认为 是 很 抽象 “纯粹 "而 且 古 老 的 数 
学 也 会 起 重大 的 和 作用;{2) 数 学 的 作用 已 经 不 仅仅 是 自然 科学 的 基 
础 和 工具 ,有 些 发 展 成 可 以 直接 开发 技术 ,为 生产 直接 创造 价值 

有 关公 开 密 争 的 进一步 参考 资料 可 参看 以 下 文献 

1 Koblitz N. А course in number theory and cryptography. 
GTM 114. Springer — Verlag, 1987 

2 冯 克 勤 . 代 数 数论 简 史 .长 钞 : 淹 南 教育 出 版 社 ,2002. 第 五 
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"56 三 角 和 的 概念 


在 52 讲 过 模 Рт 的 剩余 类 有 mm 1: Вр Ka K, Ka-1 A 
方面 我 们 也 知道 1 的 т 次 ( 复 ) 根 也 有 m 个 : 即 e= = соз 277 + 


isin Er кш б,1, m 一 在. 由 8 1 定理 1, a==b5 (modm ) 4 H (У ži 


a = b + mt, AE a= 5(modm ) УНАУ 24 N = e" . 故 模 m EI] 
余 类 与 1 的 m 次 根 间 是 一 一 对 应 的 ,其 中 K, Бу ече јлу Ф 


+ А 


а + Ьа с (тойт), R] еч ея = et" = oss Ја GN 43 
类 的 数 相 加 相当 于 对 应 的 m 次 单位 根 相 乘 .因此 同 余 的 性 质 有 可 
能 从 m 次 单位 根 的 研究 得 出 .这 就 是 近代 数论 里 面 一 个 很 重要 的 
方法 一 一 三 角 和 方法 的 来 源 之 一 . 所 请 三 角 和 就 是 形式 如 
Хе ?的 和 ,其 中 f(z) 是 实 函数 ,x 通过 预先 指定 的 整数 集合 . 


本 节 只 打算 讨论 几 种 简单 三 角 和 的 基本 性 质 . 
‚60 


定理 1 设 和 是 一 正 整数 ,a 其 整数 ,zx ЖД Йй m УЕ 
Як Ж, 


其 中 >) 表示 展 布 在 x 所 通过 的 值 填 的 和 数 . 
证 лја p|. ens =i, i Уе" = m E тфа, W| ea 
71.9 r Es z HR m 的 最 小 非 负 剩余 , 则 


amit — m 


е = є . 
A = 通过 模 m 的 完全 剩余 系 . 故 r 通过 模 m Н {Ж Ж ДАЧЕ ТА Ж 
R. BE, 


z = г= 0 1 一 е2" 
证 完 
定理 2 Ho i SE I 
| “ах _ у а = 0; 
0,2 а = 0. 
证 若 ==0, 则 cr“ =1 故 | edz = 1. 
+ a0, W 
' 1 1 
| a, 一 | соз(2лах) ах + | яп(2лет)іх = 0. 
ü “ й Ü 
ШЕ ЗЕ 


定理 3 设 " 是 任 一 实数 ,9 与 9 EERE g >9 N 
其 中 min( o арусу) а а Жу уф, (a) 
=min(la| ,1— {а}, А2208) 1 8,123. 


~ 77W ` 


证 令 S= > е", АШ 


ге Ф+] 

т 4 

ISSIZ >, | ег" | 一 > 1= q - 9. 
== ЦК] x= +1 
# a 不 是 整数 时 , 则 1e |= 1 , E jk 

256 +15 еу 2л miga Í — е1“ 

wmi аъла лія — ый ШЕН 
5 = в Ë | < 一 е )= е үз 一 < 可 + 


故 


1 _ emt 9 -gja 


si- | Ee Se 
2 _ 1 
[e-e "| sinra| 
但 lsin nal =sin zla} =sin л(1— fal)=sin xla). 58 0< z<+ 
时 ,sm rz 是 递 降 函 数 ; 又 0< (a< ik 
sin nia) sin Fo 1 1 
a 2172 day 
2 
1 1 1 А 


定理 4 # m 是 大 于 1 的 整数 ,gta),g (a) 是 定义 在 整数 a 
=1,2,; e,m -1 ESAK, Н (а) > д(а), M 
m-l qia) 
ее |с mlogm — ë, 


ar] тта{п)+1 


其 中 
nt ті 
зо (2[ ж |+1),„>1, 
= 
ô > m 212 
уп 2260 
m, 
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证 Щ0<а<т BAZ, 3 B 


< 0<a=ml2, 
Fr 


(у= 
та m a< т. 
m 2 
由 定理 3 得 
m-1 giaj ал go 1 
>| 2 e= <> ——. 
azli = фа) а= 1 h2) 
ІІ 


= a 
т 
[z ] 
T = У) 2 < Уу T +m > 
а=1 һ 5 ` O< == a LETTE 
HAA 
2 3 
Іов(1+ х) = ж 5+5 |x| <1), 
2 3 
即 得 
2a _ _ _1 
log >< 1=1(1+3.) ое (1 22 )> 
N Jt 
2 2а +1 2а +1 
T. < ym 2 10852 т m 1 Эт 
0< 天 在 Z< a< 
< m Š) og H - т. У) log 2+1 
0<а< > р а = 


= mlogm 一 = ов(2 ж |+ 1). 
当 m 是 双 数 时 , 同 法 可 得 
+ 72. 


(1) 


(2) 


T = m У) уто) Z 


0 ис oe 


< Flog(m’ — 1) - БЕЗГЕ 1 | 

< miogm = “log [2| Z |+ г). 
Ф: т 2212, wala] кї>5, тї ов(2[Ё |+1})>27.ж m 22 
60 则 log [2 [ж JEA) m. 故 定理 获 证 . 证 完 


习 题 


应 用 定理 2 证 明 下 更 定理 : 若 Flzi,zrazo) 是 一 整 值 函数 , 刚 不 
定 方程 
下 
Е ВО ЖОН 
У) У) У) Гета, ze аа р 
= Ea b азау, ал S “© 


其 中 У) 表示 展 布 在 a,,6, 间 一 切 整 数 上 的 和 式 . 


a ль, 
БУ НАРЕЧ ЗЕ b, BH 9 23 [л] ЖЩ ВТЕ S А Ж Je: H АТ 
2. Р(х) W 3k $Y Se fika 是 整数 , BEERA, r. 分 出 适 
Й т 的 帘 全 剩余 系 及 简化 剩余 系 ， 
San = ee 
I š 
EA: озн, ‚эл, 是 两 个 下 质 的 正 整数 , 贡 
B, е, "9, н = Sn, ad tH ш 


"2 р e da mmg * 


= 5” 
Ыр тый, + араз Mg g 
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第 四 章 同 Ж А 


在 代数 里 面 ,一 个 主要 的 问题 就 是 解 代数 方程 . 本章 所 要 讨论 
的 正 是 与 解忧 数 方 程 相 类 似 的 问题 : 求 同 余 式 的 解 .例如 我 们 问 当 
х 与 什么 数 同 余 时 能 使 

r*+ z +1=0 (тоа?) 

成 立 ? 这 就 是 和解 同 余 式 的 问题 ,由 验算 容易 着 出 x 三 2 {mod7) 是 
一 解 .本 章 首 先 讨 论 所 谓 一 次 同 余 式 , 一 次 同 余 式 组 ,进而 讨论 所 
谓 高 次 同 余 式 .在 本 章 还 特别 介绍 中 国 古 代数 学 家 在 这 方面 的 卓 
越 成 就 ， 


$1 基本 概念 及 一 次 同 余 式 


ЖХ 者 用 у(х) ЖЖЖ Яй, az" +a зх" ++ ao; 其 中 
a, E 963; V m 是 一 个 正 整数 , 则 
Ar)}=0 (тойт) (1) 
ШК sm DRR. Ж а„5®0 (тойт). Ш + 叫 松 (1) 的 次 数 
由 第 三 章 $ 1 定理 2, 车 /(а)==0 (modm),W 382 3⁄ 天， 中 
任何 整数 a 都 能 使 Fa ) =0 (modm ) 成 立 ,因此 有 
定义 Яа JEE f(a)=0 {modrm) 成 立 的 一 个 整数 , 则 z==a 
(modzm) 虽 向 (1) 的 一 解 .这 就 是 说 今后 我 们 把 适合 {1) 式 而 对 模 
m 相互 同 作 的 一 切 数 算 作 (1) 的 一 个 解 . 
定理 一 次 同 余 式 
ах== Bb (тойт), a=0 (modm) (2) 
有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 (ae ,xm)15. 
若 (2) 有 和 解 , 则 (2) 的 解数 (对 模 m 来 说 ) 是 以 = (a.m), 
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证 很 容易 看 出 (2}) 有 解 的 充分 与 必要 条 忻 是 ar- my = b 
有 和 解 .从 而 由 第 二 章 $1 定理 2 即 知 (2) 有 和 解 的 充分 与 必要 条 性 是 
(a,m)|b. 

度 &=fta, 扫 ). 若 12) 有 解 , 则 由 第 二 章 $1 定理 1 知 适合 (2) 
式 的 一 切 整 数 可 以 表 成 


T= mtt Tu m=. t=0, 11, 12, ---. 
此 式 对 模 m 来 说 ,可 以 写 战 
r= х, + Em (тойт), = 0,1,6, 1. (3) 
但 rat kmi k =0,1,- d 一 1 是 对 模 m 两 两 不 同 余 的 , 故 {2) 有 
а 个 解 , 即 (3). 证 完 


由 定理 的 证 明 可 以 看 出 ,适合 (2) 式 的 整数 也 就 是 适合 不 定 方 
程 
ах — ту 一 由 (4) 
的 解答 中 < 的 值 , 故 同 余 式 (2) 可 以 用 解 不 定 方程 (4)? 的 方法 去 解 
Е. 


可 题 


І. 3k FP Эх Ну: 
(1) 2S6z=:179(mod337). (ü) D215z==560(moəd2 755). 
(Hi) 1 2096z=1 125(modl 935). 
2. R Ay P) sÇ 
+ +4y — 29==0( 10143), 2z —9y + 84=0(mod143) й. 
3. GE 四 是正 整 数 ,(a ,za)=1. 证 明 
а= part" (modm ) 
Reis] sr az=b (тойт ) 的 解 . 
GD 设 p ЖЕ O< a < р, BE BB 


кь Dp t Dmodp) 
ERRA ах (тод р) Ё. 
А 75 п 


d, 设 m EER H, AXR, 1 r= m (ат) = l. ERARA 
ах = уб modam < ly |< = 

f ë. 

5.0010) I m ЕЕ, (z cnar, E n PRAY rrna, A 
ERASTA. T 是 同 余 式 

de) 

HARE Ж. üE BH 
| TUR `. У аат) 

(ú) 应 用 (1) 证 明定 理 1. 
.' (ан) W TH EEH, d= (ai22 a, m). ERRAR 


пуху t azza tett axr, b (mod ) 


的 解数 
T= та, 3 alb, 
0, 车 а\ё. 
$2 孙子 定理 


上 节 讨 论 了 会 一 个 未 知 数 的 同 余 式 的 解法 ,本 节理 讨论 如 何 
解 下 面 重要 的 同 余 式 组 

r= (modm,), =b, (пойт), ©, rb (modm;). (I) 

在 我 国 古代 的 《孙子 算 经 》( 纪 元 前 后 ) 里 已 经 提出 了 这 种 形式 
的 问题 ,并 且 很 好 地 解决 了 它 . 孙 子 算 经 里 所 提出 的 问题 之 一 如 
F: 

“> Л я И, ==: ‚нй = tty 
三 , 间 物 几何 ?”“ 答 日 二 十 三 ”. | 

Ë: > 是 所 求 物 数 , 则 依 题 意 

rt 三 2( mod3)}, r=3{mod5), z===2(mod7). 
《天 子 算 经 》 里 面 所 用 的 方法 可 以 列表 如 下 : 
а 76 А 


140 + 63 + 

ПИШЕ 
把 这 个 结果 加 以 推广 就 成为 

定理 下 和 孙子 定理 ) В momot, m, 是 上 个 两 两 互 质 的 正 

整数 ,zn = тут, т„,т = mM, = 1,2,5, 6, ДЕЯН (1) 


的 解 是 


233 — 2 x 


r=M. M,b, + M Mb + + М.М, Стой), (2) 
其 中 MM =1(поіт,),# = 1,2,:, Ё 
证 (т, m )=1,í2 即 得 (M,,m,) 二 1, 故 由 $1 定理 即 
知 对 每 一 M, ,有 一 M' 存 在 ,使 得 
М.М,=1(тойт,). 
另 一 方面 m = mM, AE m, |M, 1j, i 


2, M Mp, =MMb,=b,(modm,) 
即 为 人 1) 的 解 . 
F ху, л» 是 适合 (1) 式 的 任意 两 个 整数 ， ч 
жүк л,(шойт,),1=1,2‚* 
E Cn, , m, )=1, 于 是 z= COPA DARRA OO), 


证 完 
ТЕВЕ ГИС) m т,) = 1, i% 的 情形 ) 的 方 
法 ,现在 我 们 也 把 它 列表 如 下 ; 
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从 表 上 可 以 看 出 这 个 方法 是 与 王子 的 算法 完全 一 样 的 ,因此 我 们 
完全 可 以 说 这 个 定理 是 孙子 发 明 的 ,他 在 国外 文献 中 被 称 为 中 国 
剩余 定理 .由 上 表 还 可 以 看 出 解 (1) 式 最 困难 之 点 是 求 乘 率 M, 
也 就 是 要 解 同 余 式 
=M ==1(mod>,). 

ЖЫ SK Ú By X 3k АЗЕ JU WE ТЕ {В 7 E C 92 л (1247)rF 3 H 
了 上 述 同 余 式 的 一 般 解 法 ,他 的 解法 和 本 讲义 中 的 解法 是 一 样 的 . 
FREER RR SREE ALEMA AR kK 
求 一 本 的 过 去 与 将 来 ). 

孙子 定理 在 数论 中 是 一 个 很 重要 的 定理 ,读者 应 该 仔细 地 体 
会 ,为 了 下 一 节 的 应 用 ,我 们 再 证 明 

定理 2 Ж bobat b НЧА n, т... т, HEEM 
RRM m= тутот, 的 完全 剩余 系 . 


证 令 x=, = 24 M.M, Wl + FË m m, 个 数 , 这 m 4" 
数 是 两 两 不 同 余 的 .这 因为 车 
Уммь=5 M M b (тойт) 
则 ММА же МОМ! (тойт, ), i =1,2,.… Ë, 
即 ё,==р,(ттойт,);# =1,2,-,ЁЕ.{Н b, Б т, 的 同一 完全 剩 
余 系 中 的 二 数 , 故 5,= 扩 ,i 一 1,2,…, 上 .由 第 三 章 $2 定理 1 的 推 
论 即 得 定理 的 结 理 . 证 完 
1 жїл н 
х== р, (mod5), z===b,(mod6), х==6,(тоі7), ===b,(mod11). 
解 ”此 时 m =S-6-7.11=2 310, М, =6:7:11= 462, M. = 
5-7-11=385, М,=5-6:11 = 330, M.=5-6-7=210.88 
М.М,==1(пойт,), 1=1,2,3,4 
得 М.=3,М,=1,М,=1,М,= 1.46 
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х5=3:462Ь, + 3856, + 3302, + 2105,(mod2 310) 
即 为 所 求 . 
#12 韩信 点 兵 : 有 兵 一 和 耻 , 若 列 成 五 行 纵 时 , 则 末 行 -- 人 ,成 
六 行 纵队 , 则 末 行 五 人 ,成 七 行 维 队 , 则 末 行 四 人 ;成 十 -- 行 纵队 ， 
则 末 行 十 人 REN. 
# ЖЫ s, = 1,b,=5,b,=4,b, = 10,6F dH 1 即 得 
х =3:462 + 385-5 + 330+4+ 210-10 
=6 731==2 111 (mod2 310). 


2) 题 


1. 试 解 下 列 各 题 ; 
(十 一 数 杂 三 ,七 二 数 余 二 ,十 三 数 余 一 , 问 本 数 . 
(4) 二 数 条 一 ,五 数 余 二 ,七 数 侠 三 , 儿 数 余 四 , 问 本 数 . 
CEH Sr h T 5 (1275)) 
2.0100 mi, ma, т, 是 三 个 正 整数 ШЕН. (ту, ma), (Crm; ma )] = 
([m ,m2], ms). 
(i) B q = (mi, ma) ШАН: ЯК 
Tb {тост}, res,{modm,) {3) 
有 解 的 充分 与 必要 条 皇 是 a18, 一 5;. 
在 有 解 的 情况 下 ,适合 (3) 的 一 切 整 数 可 由 下 式 求 出 ; 
z=; „(тоб mi, mj}, 
其 中 zl 是 适合 (3) 的 一 个 整数 . 
(їй) WAG), GEM H ARH 
z= b (тойт,), 1=1,2,,k (4) 
有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 (mm ,| (5 一石 ) ,1,7 一 1,2,-… ,大 , 并 且 在 有 解 的 
Ж. F ,适合 (4) 的 一 切 整数 可 由 下 式 求 出 : 
х= 01: „\тюй[ 和 
其 中 xs， 是 适合 (4 的 一 个 整数 . 
3.0) B mima vm А TEES, m (i=1,2, УВ т, 的 标 
准 分 解 式 中 满足 下 列 要 求 的 质数 赫 的 乘积 , 即 这 些 质数 和 是 在 m, mae, 
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т, ЁН ИЕЛ 8 zÑ НЯ Pg Pt ВИК SE. ВЕНН. fE (3) K 5 SE BJ a F ,(4) 式 与 


AMRAH 
r= (тойн, ) ,i = 1,2, Ë (5) 


等 价 , 由 此 结论 说 明 (4) 式 的 解法 . 

GD 应 用 (i) 求 下 列 问 题 的 解 ; 今 有 数 不 知 总 ,以 五 累 减 之 无 剩 ,以 七 百 十 
五 累 三 之 剩 十 ,以 二 百 四 十 七 累 减 之 剩 一 下 四 十 ,以 三 百 九 十 一 累 减 之 剩 二 
百 四 十 五 ,以 一 百 八 十 七 办 减 之 镜 一 百 零 九 ,加 总 数 若干 ? (RE: R— È 
通 解 : 答 数 10 020) 


$3 高 次 同 余 式 的 解数 及 解法 


本 节 应 用 以 前 的 结果 ,初步 地 讨论 一 下 高 次 同 余 式 的 解数 及 
解法 , 我们 的 方法 是 先 把 合 数 模 的 同 余 式 化 成 质数 固 模 的 同 余 式 ， 
热 后 讨论 质数 秦 模 的 同 余 式 的 解法 ， 

定理 1 E mom o'em, Ek TAEAE, m= 
miom m, MERA 

(х2) =0 l modm ) (1) 
SARAHA 
f(z)==0(modm ),;i=1,2,: 2 (2) 
等 价 ( 即 任 一 适合 (1) 的 整数 适合 (2) ,反之 任 一 适合 (2) 的 整数 也 
йй (1}).Ж НЕНИ T, 表示 Р(х) )=0(modm,),í = 1,2,:'- , 6, X$ 
Ж m, HRR, T ERODE m 的 解数 , 则 
了 = T, T, 了. (3) 
证 “我 们 先 证 (1),(2) 等 价 . 设 z 是 适合 (1) 的 整数 , 则 
f(x )==D(mod>z ). 
由 m = m m: т, 及 第 三 章 $ 1 性质 于 即 得 
f(xo)}=0(modm,), i=1,2,.…,k. 
友之 ,车 x 适合 (2), 则 
fro) = modm,),i=1,2,.…,k. 
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H(m,,m,)= 1(:5©®)) ЖЧ = 51 性质 辛 即 得 
f(z )==0(modm im, mi), 
C), 02) 等 价 . 
(и) 设 /(=)==0(modm,)ËB) Т, + A ЇР] E: 
rb (тодт,), 2, = 1,2,5, Т, 
则 (2 的 解 即 下 列 诸 同 余 式 组 的 解 : 
Xb (шой |), х=й, Стою), t, 
£= by (modm,), (4) 
其 中 z =1,2,-: T. i= 1,2,5, k (i) 81 (1)B8 88 (4) И] ЖН 
同 .但 由 种子 定理 知 (4) 中 每 一 同 余 式 组 对 模 э АН А, hk (4) 
有 对 模 m 的 TT,… 工 ,个 解 .又 由 全 2 定理 2 Hik Т,Т, T, + 
解 对 模 m 两 两 不 出 余 . 故 (1) 对 模 т 的 解数 是 
T=T T," Ti. МЕ ЗЕ 
例 1 解 同 余 式 
f(z)==0(mod35), (=) = z*+ 2z)+ Вх +9. (5) 
E ”由 定理 1 知 {5) 与 同 余 式 组 
f(=)==D(mod5) , f( z=)==0(məd7) 
54 ,容易 验证 第 一 个 同 余 式 有 两 个 解 : 其 
r=]1 ,4(mod5), 
而 第 二 个 同 余 式 有 三 个 解 ; 即 
+==3,5.,6(meod7). 
故 同 余 式 (5) 有 2-3-6 “Е. BB iñ НЛ: iH 
х== 5, (mod5), z==b,(mod7), b = 1,4, ф,=3,5,6 
的 解 .由 孙子 定理 得 
r=215, + 156,(mod35). 
以 b,b: 的 值 分 别 代 人 即 得 (5) 的 全 部 解 : 
x=31,26,6,24,19,34{mod35). 
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我 们 己 经 知道 任 一 正 整 数 m 可 以 写成 标准 分 解 式 : 即 
m= pyr PZU ру. 
由 定理 1 ПАКИ [E] s sN fx) 二 0(modm), 只 要 解 同 余 式 组 
Рох 00 modpr)},1 1.2, Ё. 
因此 下 面 就 米 讨论 
fz) 三 0(modp"),p 质数 (6) 
的 解法 .但 是 由 第 三 章 §1 性 质 于 很 容易 知道 适合 (6) 的 每 一 个 整 
数 都 适合 同 余 式 
£(=)=0(modbp). (7) 
内 此 欲求 (6) 式 的 解 , 可 以 从 (7) 式 的 解 出 发 .我 们 来 证 明 
定理 2 设 
Xxi(modp) 
Bp x= xt р, =Ü, 1, 42, (8) 
县 (7) 的 一 解 并 且 phr (Е) (Сх) f(z) 的 导 函 数 ), 则 {8) 刚 
好 给 出 (6) 的 一 解 (对 模 p 来 说 ): 
=r, t pi t 70,41, +2,*,， 
E r= zr, (mode), rh r, =r, (тойр). 

证 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 : 

G) ERARA f(z) 三 0(modp*) 由 (8) 所 给 出 的 解 , 即 要 求 
满足 f(z,+ pt, )==0(modp?)É9 t. ЕНЕ (Taylor) ЖИЕ 
АЗ B JT BI S 

f(r + ptf (ту) =0(тоар?). 
但 /(х,)==0(тойр) ‚8 

п Со) - (тар). 
HT Р(х), ЖЯ p kigi 

t= #,(modp), = + prz. 


代 和 人 (8) 即 得 
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z zt pitit Pt.) T rit P ta, 
其 中 zy = z, + p. BI r =z (modp), Ні P: f(x = 0 
(mod). х= z,(modp2) E: f(r)=0(modp BJ — 88 , B. £ tH 
СЕ) НАЕ — fR. 
(п) 人 很 定 定理 对 «一 1 的 情形 成 立 , 妈 (8) 刚好 给 出 
yF(z)==0(modp° ') 
BU— T 8: z = z. Tt р! t (50, + 1,12, z. | = 
z i(modp). ШЕКА (6) , ЛУ АН 35 SJL zy st: A BB 48 
f(r + p° 't, f Се, 1) =0(тоар"). 
但 (2,1) =0(тоад* `!) ,因此 


ка" С) F Est) повр), 


H z. .,= х, (modp ) 183 F (z, =f (ax) (modp), 但 p$ 
f (z), FE pI (r-o ERRA 

a17 tt ptes 50, 1, +t2,.. 
因此 刚好 给 出 (6) 式 的 一 解 

r=: tp (foit pta) = хра, 


ЖК х= х, + рее, mz (тоар). HEEN а 的 情形 同样 成 


F, 943938 ДЕ. ШЕ ЗЕ 
ЖЕ ЯЙ 2 ВЕЕ RI BT t y T (7)#0Ж ЖЖ (6) ЛЖ ЮГ, 
我 们 举 一 例 来 说 明 . 
例 2 Ж 


f(r)=0mod27), f(z)= z!+7zxz+4. 
解 f(x) 三 0(mod3) 有 一 解 z= 1(mod3), 3: А. f (1)= 
O(mod3). Ё z=1+3 3, ЖА f(z)=00(moqa9)48 
РО) +3017 (1)=0(mod9). 
ЇН (1) =3(лодд), (1) ==2 (той), ñ# 
3+ 3t +22206 тоа9), 2; + 1=ü0(mod3). 
‚ ӨЗ. 


因此 t=1+3t,, 而 
т=1+@(1+3:,)=4+9;, 
E р(х) = 0 (mod9) —# A z = 4 + 0, IN À f( <= )= Ü 
(mod27) , #119 
FCA) + 9ra f (4)=0(mod27} ,18 + 92,:20==0( то027), 
Вр 2/,+2=ü0(mod3),z,=2 +32.0 
х=4+9(2+32,) =22 +272, 


为 所 求 的 解 . 
习 题 
1. MHRA 
6z`+27Tzx2+ 17x + 20Ç0=0(mod30) 
2. 解 同 余 式 


315° + 57r’ + 96z + 191=:0(mod225) 
"3. Ж 5 5 习题 2, 及 第 四 章 1 习题 5 证 明 {3) 式 
"4. W Sr? tll = (тобен AEA ERA m 都 有 解 


3 4 质数 模 的 同 余 式 


在 上 一 节 中 ,我 们 把 解 商 次 同 余 式 的 问题 归结 到 了 质数 模 的 
пз ,但 是 蓝 们 还 没有 一 般 的 方法 去 解 质 数 模 的 同 余 式 . 本 
节 只 就 质数 模 同 余 式 的 次 数 与 解数 的 关系 作 一 初步 的 讨论 .首先 
我 们 考虑 质数 模 同 余 式 

f(z)==s0(modpy,f(z)= az" на, ma" l+ +а„, (1) 
其 中 p ЕЎ, T 2,500 тоф). 

定理 1 同 余 式 (1) 与 一 个 次 数 不 超 过 p -1 的 质数 模 同 余 式 
Fr. 

证 由 多 项 式 的 带 休 式 除 法 知 有 二 整 系数 多 项 式 q (x) Ë 
гох) 

‚84. 


Рх) = (х х)у(х) + r( z) 
H r(x) 的 次 数 不 超 过 疡 -1. 由 费 马 定理 知 , 对 任何 整数 x 来 说 
zr? 一 工法 0(modp). 故 对 任何 整数 + 来 说 
f(z)==r(x)(modbp). 
因此 (1) 与 к(а) =0(тоарә) а. 证 完 
定理 2 =н, ха, (modp) (i 二 1,2," ,二 ) 是 (1) 的 
k 个 不 同 解 , 则 对 任何 整数 > 来 说 ， 
fT) ale a) (ra) р(х) (modp), (2) 
其 中 (x) 是 n-k KETA, НЛА Е а,. 
证 HENARE 
Хбх) = (ато) (к) +, 

其 中 у(х) АНЖУ a, н — 1 次 多项式 而 是 一 常数 .由 
假设 f(a) 三 0(modp). 故 + 三 0(modp) 因此 对 任何 整数 x 都 有 
Рх) (х= а.) (х) (modp). 

Ф == о (1=2,5-,6)48 
=la ) (оа, — а) f,(a,)(modp). 
但 а, Æa (тор) (:=2, 5,2), M р 是 质数 , 故 
fika )==0( тойд) (2,66, р). 
由 此 ,最 然 村 以 用 归纳 法 证 明 我 们 的 定理 . 证 完 
HIE 2 立刻 得 出 下 面 两 个 定理 . 
Жз (i) 对 任何 整数 > 来 说 ， 
a -l=(r -D(z-2) (zr-(p-1)) (modp), 
(ü) (Wilson 定理 )(p 一 1}! + 1==0(тоар). 
证 明 留 给 读者 . 
定理 4 同 余 式 (1) 的 解数 不 超过 它 的 次 数 . 
证 我 们 用 反 证 法 . 设 (1) 的 解数 超过 ”个 , 则 (1)? 至 少 有 n 
+1 个 解 , 设 为 
х= а, (modp), 1 =1,2, n n + 1 
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由 定理 2 得 
Flr)=a, r>a) r-a) ur a) (mod). 
由 于 (а...) =20( тор), 
atae = а)ба, 0) (а, а, ) =0(тпоар). 
但 р, а, 7-О(поар), 8 — a, Efa a, 一 о, =0(тпоар), 
іх У ЈЕ. 证 完 
下 面 我 们 进一步 研究 一 下 间 余 式 {t) 的 解数 与 次 数 相等 的 情 
况 . 因 a, 尖 0(modp), 圾 由 $1 定理 知 存在 一 个 整数 а {# Чаа, 
=-1(modp) .容易 证 明 (1) 与 同 余 式 
хе (ала, ir + + (алау) =0(тоар) 
等 价 .现在 我 们 来 证 明 
定理 5 жнр, MARA 
f(r)=0(modp), Ў) ава, zr teeta (3) 
有 п 个 解 的 充分 与 必要 条 件 是 以 у(х) r x 所 得 杂 式 的 一 切 
系数 都 是 HAR. 
证 因为 РСЕНІ, НТТР АН E E 
Ж q( xr) тб) 
tt- х= ў (х)дбх) + к(ж), (4) 
H (х) an С) 8 3R p-n FOGA п Я, W FH 
HOERA п 个 解 都 是 Xx? 一 二 0(modp) 的 和 解 ,由 (4) 即 知 这 
个 解 也 是 tz) 三 0{modp) 的 和 解 ,但 r(x) 的 次 数 小 于 n, НЕ ВН 
АЖ] r(z) 的 系数 都 是 р 的 倍数 .反之 ,车 r(x) 的 系数 都 被 p Ж 
除 , 则 由 (4) 及 费 马 定理 知道 ,对 任何 整数 > 来 说 ,都 有 
f(z)q(<=)==0(modp). (5) 
这 就 是 说 ,(3) 有 请 个 不 同 的 解 (z=0,1,…，, 记 ~1modp)). 今 根 
设 /(тх)==0(тюойр)%# К k < n. — Pill AEM 4 SI, дб) == 
Omod BRE АС р – п. F (5500838 + h< р, Б БШ 
所 得 到 的 结论 矛盾 . 故 定 理 获 证 . 证 完 
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2) ЯЙ 


1 9 н|р-1,л2>1,(а, р) = Ь, ШЕЯ |] 
= a (rnod р) 
А ЖЕ ЙЧ ЖЛ 3 CER PF E: aT к=1(тойр) ,并 月 在 有 解 的 情况 下 就 有 п 个 
F 
2, п EEES, (а, т) FL ,并且 已 知 同 余 式 са (той) — Ë + 
= rylmodm) 证 明 这 个 同 余 式 的 一 切 解 可 以 表 成 
x= vz, (modm), 
其 中 y RARAY = 1(modm ) 的 解 | 
3. 设 ЕЙ, (п.р 一 1) = ШЕЙ] х^ч=1(шойр) E k +f. 
4.0) 应 用 定理 3Q) 及 定理 5 证 明 (z 一 4) (x 一 p+1) 的 展开 式 中 除 
首 项 系数 及 常数 项 外 都 能 被 p 整除 


(u) 证 明 当 p>3 时 (p 一 1)!1(1+ 也 +… + 二 了) 能 被 整除 . 


| 


第 五 章 ”二 次 同 余 式 与 平方 剩余 


本 章 的 目的 是 较 深 入 地 讨论 二 次 同 余 式 我 们 讨论 的 步 坚 大 
致 如 下 :首先 把 问题 归结 到 讨论 形式 如 
х? = a{modm) 
的 同 余 式 , 从 而 引入 平方 剩余 与 平方 韭 剩 余 的 概念 再 应 用 数论 中 
ЖАЛЕТЬ E АШ 比 符 导 ) 去 讨论 m 是 单质 数 的 情 
JÉ ,进而 讨论 一 般 的 情形 最 后 我 们 还 应 用 本 章 结 困 解 决 两 个 不 定 
方程 的 问题 ， 并 介绍 一 下 号 它们 有 关 的 ,著名 的 华 林 间 题 


$1 一 般 二 次 同 余 式 


二 次 同 余 式 的 一 般 形状 是 
ах? + bz + с = О(тойт), а Æ 0(modm ) (1) 
TIKERAN ERA, Wi >” — 3=0(mod7?)EÉ Er АЕ, E it; 
ВАЕН О) ТАВА 
Ў т 的 标准 分 解 式 是 т = риро ро, ДНН 53 定理 
1,(1) 有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 下 列 每 一 个 同 余 式 有 解 


ах? + bx + c = mod pr), : = 1,2,. ,8 
因此 我 们 转 而 讨论 以 质数 震 为 模 的 同 余 式 ， 
Fiz) = 0( подр"), f( z) = az? + ре + c (2) 


若 六 |{fa,p,c). 则 尾 一 整数 都 满足 {2) , 即 (2) 有 解 € p || (а,Ь, 
c), <a, M] J ржа, Б, с 及 模 р 而 得 一 个 形 如 (2) 式 的 
同 余 式 ,但 pt(a ,5,c》 琶 在 (2) 中 可 假定 рКа, ё, с) 


© 我 们 用 p' ПЕ жу» {КЕ Hp h ,并 合作 p' ЬЕ К 
. Rà 


(0 # pla, pib, W pte ВЯ 
Fix) = 0(modp) 

没有 解 НЯ ОЕ S 3 Hre, (DEER 

(u) Ж pla pth, M] (z) = 2ax + b=) (mod) A 因此 
根据 第 四 章 $3 定 埋 2.(2) 有 解 的 充分 与 必要 的 条 件 是 

ах? + bz + с = (mod p) 

AR 因为 上 上面 的 同 余 式 实际 就 县 br + c=0(modp) 而 (p,b)= 
1, 帮 一定 有 解 , 因 此 (2) 也 有 解 

(u) € pha;p>2, 则 (p',4a)=1 用 4a ЗЕ (2) 58077, Ву 


得 
(2ar + Ф)? — А = 0(modp°), A = А? 4ar (3) 
易 证 43) 与 (2) 等 价 用 y 代 2cr+5 得 
у? — А = 0(mod p°) (4) 


我 们 现在 证 明 :(2) 有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 (4) 有 解 由 以 上 
讨论 ,显然 条 件 是 必要 的 ,所 以 只 须 证 明 条 件 的 充分 性 , 设 (4; 有 一 
Ж у= у, 因 (2a ,加 )=1, 故 

2ах + b == y (mod p°) 
有 解 .了 因此 (3) 有 解 ‘ADAR. 这 就 证 明了 条 忻 的 充分 性 . 

(iv) 至 于 p= 二 2,2ta 的 情形 的 讨论 如 下 ;车 245, 则 产 (z)= 
Zax + 上 5b 尘 0(med2) 无 解 ,与 (94) 的 讨论 一 样 , 即 知 (2) 有 解 的 充分 
与 必要 条 件 是 

az + bz + c = 0(mod2) 
A ERER z 来 说 ,由 欧 拉 定理 r= x (mod2) Ж Est E; FJ 
式 

(a + b)xz + ce = D(mod2) 

等 价 . 但 21(a + 5), 故 (2) 式 有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 21|c ,车 
215, 则 可 设 6=25， 此 时 由 于 (2",a)=1, 故 同 余 式 (2) 与 局 余 式 
(ах)? + 2b,(az) + ac SO0(mod2") 

等 价 , 亦 即 与 同 余 式 
. х9 в 


{ах + Б)" A = 0(mod2"), А = Б? — ac (5) 
等 价 u) Н] EER СЗ) БЕН 68 y P ЧЕ 38 P 3 
у? — А = 0(mod2°) 
AR 
хан, ,判断 一 般 二 次 同 余 式 有 解 与 否 问 题 ,一 定 可 以 化 成 
判断 形 如 (4) 的 同 余 式 有 解 与 否 的 问题 .现在 就 转 而 讨论 (4)] Ж 
六 14 , 则 不 难 求 出 (4) 的 一 切 解 车 РТА, Wi P | A, A= 
PA a > 8220 Ж BP 六 1, 则 必得 ply В р | у,у= pt ЖАА) 
得 
р? – pA, == 0lmodp), pttp А, (б) 
EPH p”, p) = (pA, р) = pP BR — ga 推论 3.3 得 
B= mmn(2 r, a), Și 
2r = В 
这 说 明 只 有 当 8 是 双 数 时 , 才 可 能 有 解 ,至 于 当 8 是 双 数 时 , (6) 
Эт ЖЗ ЕН ИЕ ИЕ 
2 – А,к=0б(тойр" #),(А,у,р* P) = 1 
有 没有 和 解 而 定 
由 以 上 讨论 我 们 看 到 最 后 的 问题 就 是 讨论 二 次 同 余 式 
xz’ 三 a{(modp’),(a,p’)=1 
有 解 与 否 的 阿 题 :或 省 更 一 般 些 , 就 是 讨论 二 次 同 余 过 
х? = a(modm),(a,m) = 1 (7) 
ERAM, W. 1512 КЕЕ X 
定义 ”车 同 妹 式 {7) 有 人 和解 , 则 a 叫做 模 的 平方 剩余 SRA 
式 (7) 无 解 , 则 a 叫做 模 六 的 平方 非 剩余 
为 了 以 后 叙述 方便 起 见 ,在 本 章 中 用 yp 表示 大 于 2 的 质数 


习 题 


1 EAP, E °| A , 试 求 出 (4) 的 一 切 解 来 
2 ЕЕ. а 
。 OD - 


ах? + b= + c = {тот ) (2а, ә) = 1 


有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 
х? = g(modm),g = 5? - 4ас 
Я, R ñi — ят, BJ — FJ оу tH J — El 2 = BJ 88 SP Н 


$2 单质 数 的 平方 剩余 与 平方 非 剩 余 


在 这 一 节 里 我 们 只 讨论 单质 数 p i E Jr | ЫЕЕЕ, 
即 讨 论 形 好 
х“ = а(тойр),(а,р) = 1 (1) 
的 同 余 式 的 解 我 们 证 明 
定理 1({ 坎 拉 判 别 条 件 ) 3r(a,p)= l,H a ER p HESA 


余 的 充分 与 必要 条 件 是 
а = l{modp); (2) 
而 a ER p 的 平方 非 剩 余 的 充分 与 必 刻 条 件 是 
a= =- шор), (3) 


Нё а BE p 的 平方 剩余 , 则 (1) 式 恰 有 二 解 ， 
证 ODRA z-a 能 整除 zx? ! a“, 即 有 一 整 系数 多 项 式 
аба) хат = (22 - a)q(=) i 
z ж = (ж ат) + (аё — 1)z 
= (z? — a)zq(z) + (ат -1)z 
着 a 是 平方 剩余 , 则 (2) 成 立 因而 由 第 四 章 84 定 理 5 即 知 x? 二 
a 08 反之 若 (2) 成 立 , 则 由 同一 定理 知 a BEFA 
(u) 由 费 马 定理 知 ,着 (a ,p)=1, 则 
a” == 1(modp) 
因此 (а + 1) (а — 1) = 0(modp) 
‚0р. 


由 于 疡 是 单质 数 , 故 (2),(3) 有 一 且 仅 有 一 成 立 {НЩ ()Ш а 是 
平方 非 剩 余 的 充分 与 必要 条 件 是 
aT = 1{тпсаф) 
а 荐 平方 非 剩 余 的 充分 与 必要 条 件 是 !3) 证 完 
定理 2 模 关 的 简化 剩余 系 中 平方 剩余 与 非 剩 余 的 个 数 各 为 


一 ,而 且 了 一个 平方 剩余 分 别 与 序列 
e2, (2) (4) 
中 之 一 数 同 余 , 且 仅 与 一 数 同 余 
证 ”由 定理 1 知 平方 剩余 的 个 数 等 于 同 余 式 
z“ 二 1(modp] 
的 解数 但 zx 所 -1 能 整除 z ->, 故 由 第 四 章 84 定 理 5 知 , 平 
方 剩余 的 个 数 是 上 一 ,而 平方 非 剩余 的 个 数 是 (p 一 1) - 21 


办 一 
2 


今 证 明定 理 的 第 二 部 分 ;显然 (4) 人 


不 同 休 , 因 若 有 ?二 7*(modp)， 1k < IKË l mi х?== l (mod p) 
АИИ =+ k,ti(modp) чан тя 再 由 定理 的 前 -- 才 
分 即 知 第 二 部 分 成 立 证 完 
ч ЖЮ 
1. 求 出 模 37 Ку Ж ЫК ОУ АЕК 
2.(0 应 用 前 儿童 的 结果 证 明 : 模 p РОЛЕ ЕКОН А 
平方 韭 剩余 存在 
(u) 证 明了 两 个 平方 剩余 的 末 积 是 平方 剩余 ;平方 剩余 与 平方 非 制 余 的 哑 
REFFI MA 


Qu) 应 用 0),(n) 证 明 ;: 模 рй 4 ЕГА 25 F: Ж RAR 
‚902. 


个 数 各 为 
3 人 证明 F 33% 
х? = amod), la, p) = 1 
HRE r= t PQ (mods) ,其 中 
latva) + (а ма)" Q = teta) — (= Уа)" 
2 ' 24а 
z = а(тойр), QQ = l] (mod p° ) 
4 证 明 间 余 式 в н 10 (тоар), p = 40 + 1 HRE 
了 二 1.2 (2m)(moda) 


53 勒 让 德 符 号 


上 一 节 昌 然 得 出 平方 剩余 与 平方 非 剩余 的 欧 拉 判 别 条 件 , 但 
是 这 个 判别 条 件 当 p 比较 大 的 时 候 ,很 难 实际 运用 ,本 节 在 引入 
勒 让 德 符 叶 以 后 ,要 给 出 一 个 比较 便于 实际 计算 的 判别 方法 

定义 “ 勒 让 德 (Legendre) 符 号 ане а хў р 的 勒 让 德 符 


导 ) 是 一 个 对 于 给 定 的 单质 数 p 定义 在 一 切 整数 a 上 的 函数 , 它 


P 


- 1,a ER p 的 平方 非 剩 余 ; 
0, pla 
由 勒 让 德 符 号 的 定义 可 以 看 出 ,如 果 能 够 很 快 地 算出 它 的 值 ， 
那么 也 就 会 立刻 知道 同 余 式 
х? == a (mod p ) 
ARSE, ЯЕ ВАПШЕ L A ЕЙ. 
首先 由 定义 及 $2 定理 1 立刻 得 出 


(2 = a (modp) (1) 


区 ER p 的 平方 剩余 ; 


由 (1 又 立刻 得 到 
. 93 А 


Р 
车 аа (mod), ШЕЕ 549 


全 -全 о 


又 由 (1) ， 
[° < j= (аласта) 
= a Та, а T 
-便便 -全 je 
ЕЕРЕЕ 
а , 


Ех 中 中 и 


特别 ,我 们 得 到 了 


(=). (5) 


)- (S) 


267) = (phet G 

公式 (4) 说 明 要 计算 a Xp BiA ЕЕ А пру Н а, = 
a(modp),0=a < p Жа (DARRER a 是 人 台数 那么 可 把 
a 对 pp 的 勒 让 德 符 号 表 成 a 的 因数 对 户 的 朝 让 德 符 号 的 乘积 ;而 
(56) 式 说 明 在 计算 过 程 中 可 以 去 掉 符号 上 方 不 被 请 整除 的 任何 平 
ЖИА 至 于 (2) 式 说 明 1 永远 是 平方 剩余 ;(3) 式 说 明 当 p = 4 
+10), -1 是 平方 剩余 , 当 р=4т +3 hh, - 1 Жора. 

下 面 我 们 再 举 出 元 个 性 质 ,它们 的 证 明 见 下 节 

定理 1 


"= 


(= }= CD, (7) 


. 94 . 


#r(a,.p)=1,2ta , Wi] 


(8) 


由 (7) 式 立刻 得 出 

推论 当 p=8m+1 时 ,2 是 平方 剩余 , 当 p=8m 圭 3 时 ,2 
EEH IERS 

TALO RERER) 车 p 及 g 都 县 单质 数 ,(p,g)=1， 
pi 


се o 
由 (2) 一 (9) 就 可 以 给 出 一 个 能 实际 算出 | Š } 的 值 的 方法 , 因 


此 可 以 实际 地 判断 x 三 a {medp} 是 否 可 解 我 们 举例 来 看 
例 ”判断 同宗 式 
х? == 286(mod563) 
ESAN 
Ж E H 563 AER, А 563=70x8+3 WAG), (7) 8 
286 143 143， [11\/13 
(563) = (583 (53) =- (53)=- (е3 (593). 
H (9)},(2),(5),(4), (DRH 
13 563 41 11 563 _ 1 /2 1) 
КЕ (95 )= {тз} = 1, (563) = - (1 )=- (6) t 
故 {563 ] = ~ 1 ,因而 原 同 余 式 无 多 
这 个 方法 能 能 实际 应 用 于 计算 ,但 是 在 计算 过 程 中 当 需 要 用 
反 转 定律 时 ,就 必须 将 符号 上 方 分 解 成 标准 分 解 式 我 们 知道 把 一 
数 分 解 成 标准 分 解 式 是 没有 什么 一 般 方法 的 ,因此 这 个 方法 对 实 
际 计算 来 说 ,还 有 一 定 程度 的 缺点 
А 95 „ 


2) 题 


1 用 本 节 方 法 判断 下 别 同 余 式 是否 有 解 

(1) z=`==429(rmod563), 

(u) z*=680(mod769), 

(m) z2==503(modl 013) 
‘其 中 503,563,769,1 013 都 是 质数 ) 

2 求 出 以 -2 为 平方 剩余 的 质数 的 一 般 表 过 式 ,以 -2 为 平方 非 泣 余 时 
的 质数 的 一 般 事 这 式 

3. ”是 正 整 数 ,4z+3 及 8n+7 都 是 质数 ,说 明 : 

2" жа 1(mod8x + 7) 
由 此 证 明 
23|(2"-1), 47| (22 — 1), 503 | (22:1) 


Š4 前 节 定 理 的 证 明 


为 了 证 明 前 一 节 的 定理 1 及 定理 2, 我 们 先 证 明 
引 理 设 (4,p)=1,0k [k=1,…, 了 了 对 模 p 的 最 小 非 负 


МАЕ т, AKTER r, 的 个 数 是 m, 


а — _ + 
НЕ (= 1) 
证 8а, ‚а, ЖРО гу; Бу, bn 是 一 切 大 于 
元 的 二 ,由 假设 即 得 
а (221) = П а = ][ [e [tma G) 
2 аё =i ор=1 


HY <5,< pk 1<р-5,< P Н poba ВН — H 
` 06 А 


1,7 а + b = р, BI 8 А, 
ak, + ak, = О(тойр), Я Ё, + k, = 0(mod)p), 


而 此 为 不 可 能 的 于 是 由 (1) 及 1+ m= 了 19049 
а (257 З= сое Цо - 5) 
= (- 1)” (25 -)! (тоёр), 
因此 
2 = aT = — 1)" (та 
(2 )= (~ 1)” (одр), 
故 引 理 获 证 证 完 
I .$3 定理 1 的 证 明 ; ,a,,b,,m PF t 的 意义 如 引 理 所 规 
定 . 则 由 第 一 章 $ 5 У 
_ [ak 
ab = ,| 51: Кыз 


TE, 5| BE ñ9 TE BB 819 


Ë 
P - 1 _ k 
a—a = 2119 1+ 2 за + 22, 
好 | Ч т 
=. аё = 
= 115 |+ > - mp + 220, 
gz: ; „ 
= PDE +2 = m + 223 
ВП 
(DP = > [2]. т (mod2) (2) 


着 a=2, 则 0< |95 |< 人 5 0, 因 而 由 (2) 


rl 


>; aË 
故 由 引 理 知 §§3 定理 1 获 证 ， 


证 完 
IT .S3 定 理 2 的 证 明 ; 要 证 明 §3 定理 2 只 须 证 明 下 式 , 即 
WPI- | yz 5 
(£)(#)= C D (3) 
НЩ ЗЕ 1 HI(P 24.239 
iv Es] fpY_ e pši] 
[2)- ‹ DPA (2) (102181, 
Е + 


二 = 一 ,于 是 要 让 明 (3) ,只 须 证 明 
Dtp Sja 


P |= р (4) 
我 们 不 妨 假定 p> 9 ,并 用 几何 的 形式 来 证 明 (4) 


在 图 5.4.1 中 我 们 可 以 看 出 矩形 OABC 所 含 的 (除去 OA 
OC 上 的 ) 格 子 点 ( 即 坐 标 都 是 整数 的 点 ) 的 个 数 是 b g, 
(0,4) 


K{ p.q) 
[I || | I | | L+ 
I || | | I | Li ЕШ 
十 上 HH 
十 TH 
ms 


Sh. 0) (p,0) 
541 
А 98 Р 


A(p 0) 


另 一 方面 ,直线 OK 的 方程 是 大 = 3 ,由 于 р, 是 互 质 的 二 


质数 , 故 在 线段 OK Б. Ожук 点 外 不 再 有 格子 点 因此 直 
线 OK Ж JE OABC 所 全 的 格子 点 分 成 两 类 ;一 类 在 OK КЛ. 
一 类 在 OK 下 方 我 们 现在 证 明 在 OK 下 方 的 格子 点 的 个 数 是 


P| 
-x 


ЭА 


我 们 先 看 三 角形 CAM 内 的 格子 点 (OA 上 的 格子 点 除外 ) 的 
个 数 容易 看 出 在 直线 ST 上 ,同时 又 在 三 角形 OAM 内 的 格子 点 


的 个 数 是 | ©" | , 故 在 三 角形 OAM 内 的 格子 点 数 是 > [e] x 


由 于 М ж жк | 记号: ) ,因此 BM 之 长 = 总 -<1. 故 三 角 
J BLM 内 除 BL 上 的 格子 点 外 不 再 有 格子 点 , 故 在 OK 下 方 的 


格子 点 的 个 数 等 干 三 角形 OAM 内 格子 点 的 个 数 , 即 为 >; [£] 


MANAR NERE OK 上 方 的 格子 数 是 | Z] 故 (4) 式 


ЖЕ. DT JEE ШАКЕ 证 完 
由 定理 2 我 们 还 可 以 直接 得 出 判别 一 些 具体 的 整数 是 平方 剩 
余 的 方法 ,我 们 艳 它 们 放 在 习题 里 当 作 练习 
у E 


1. ЖШ +3 为 平方 剩余 的 质数 的 一 般 表 达 式 ,什么 质数 以 上 3 为 平方 非 
жж? 
2. 求 以 3 为 最 小 平方 非 剩余 的 质数 的 一 般 表达 式 


$5 雅 可 比 符 号 


ТЕ Š 3 里 我 们 曾经 提出 勒 让 德 符号 的 值 的 计算 方法 ,并 且 也 
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Н í ELOY Sd ЕЕ sa 通过 本 节 就 可 以 看 出 ,去掉 那个 
缺点 的 一 个 最 好 的 方法 就 是 引进 雅 可 比 符号 : 


定义 ” 雅 可 比 (Jacob)) 符 导 | 和 }( 污 作 а 对 mm 的 雅 可 比 符号 ， 
是 一 个 对 于 给 定 的 大 于 1 的 单 整数 m 定义 在 一 切 整数 < 上 的 函 
数 , 它 在 a 上 的 函数 值 是 


н) = (ж) (D 


其 中 m= рур pp, 是 质数 ， (а жа Жї р, 的 勤 让 德 符号 


庶 该 指出 , 雅 可 比 符 导 一 方面 是 勒 让 德 符号 的 推广 , 另 一 方面 
它 上 与 勒 让 德 符号 有 一 点 很 重要 的 不 同 , 就 是 根据 勒 让 德 符 号 的 值 
可 以 判断 闻 余 式 是 天 有 解 , 但 是 雅 可 比 符号 的 值 一 般 来 说 没有 这 
个 功用 . 鲍 如 和 根据 定义 

(5)= (3)(3)= i 

但 同 余 式 x 三 2(mod9) 无 解 这 一 差别 读者 应 该 注意 

引入 了 雅 可 比 符 导 以 后 , 勒 让 德 符号 值 的 实际 计算 的 问题 就 
基本 上 解 次 了 ,并 且 简 化 了 我 们 先 证 明 雅 可 比 符号 有 很 多 与 勒 让 


德 符号 相同 的 性 质 ， 
HERNA TAHER, ME a 三 a,(modm), 则 


ai 
а) = (8) (2) 
因为 由 a= a, (mods) 819 a= a (modp,), r 一 1.2, "", r, A HI 
(1) 


(=) 0 (4) 


为 了 证 明 (4) 及 其 他 性 质 ,我 们 先 证 上 明 
引 理 B lpm, m= рур, р, , ЙИ 


2 2 z _ 2 _ 
т 1 = мүн Ром, 
其 中 NAN 是 整数 
т- 1 Рр pb, — 1 
证 2 2 7 


= У) l. 2N， 
z=1 


(6) (52) = 《一 1)2 = (- ру 


eee) (8808). o 
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ЕЗБЕ (z), (b,m) = 1 


因为 由 定义 及 83(5) 即 得 
(еге) =) 


= Ш) ELE) 
又 由 定义 ,3(7) 及 引 理 


Р, 


(2)- (De 


最 后 我 们 证 明 下 列 性 质 , 若 m,n 都 是 大 于 НЕ Ж, 


(j co (e) 


[=)= 1(5)= (一 E = (у, 


(6) 


(7) 


(8) 


(т.п) АЦ) = (Z) =0, 故 (8) 式 成 立 (т.л) = 


1, 划 很 定 n = 9ig2…9,, 由 定义 ,($) 及 和 3(9) 即 得 
(a) = I) HHE) 
=- HIJ p> (2) 
= (рд (е) 
但 由 引 理 | 
> 


- [> +2м\|(^ 51 +2N,) 
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故 得 
сеа IJS) 


-1 = 1 ©, 


— 
l! 


Coma), 
即 (8) 式 获 证 
雅 可 比 符号 | 和 ) 的 好 处 就 是 它 一 方面 具有 勒 让 德 符号 一 样 


的 性 质 (2) 一 (8) ,而 在 >=1 寺 , 它 的 值 与 蔓 让 德 符 号 的 值 相 等 
田 一 方面 它 并 没有 m 必须 是 质数 的 限制 ,因此 要 想 计算 勒 让 德 符 
号 的 值 ,只 需 把 它 看 成 是 雅 可 比 符 导 来 计算 而 在 计算 雅 可 比 符 号 
的 值 时 ,由 于 不 必 考 虑 m 是 不 是 质数 ,所 以 在 实际 计算 上 就 非常 
方便 ,并 且 利 用 雅 可 比 符号 最 后 一 定 能 把 勒 让 德 符号 的 值 算出 来 . 

例 ”判断 同宗 式 

х? = 286(mod563) 

Ж#Н Ж 

= 


人 ER 


故 上 同 余 式 无 解 . 
至 于 这 种 形式 的 局 余 式 的 解法 留 给 读者 作为 习题 (习题 3) 


5) 题 


1 判断 83 习 题 1 所 列 各 同 余 式 是 否 有 表 

2. 求 出 下 列 同 余 式 的 解数 : 

(i) х'=©=З 766(mod5 987), (u) х2==3 149(mod5 987) 
其 中 5 987 是 一 质数 
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3 (з) EFRA F ,应 用 2 定理 1. 求 同 余 式 
r =&almodp}, р=4т 十 3 
НОЯ 
(u) 在 有 解 的 情况 下 ,应 用 身 2 定理 1 R S 3 ДШ 1 НС. B] gr š 
ха (mode), p=8m + 5 
的 解 
Сш) RRRA 
х= а (тор), p = 8m + 1 
AE HHCH м р юл ЧЕ HEA [ОЭ qr k А — tAE 


56 合 数 模 的 情形 


以 上 各 节 我 们 讨论 了 单质 数 模 的 同 余 式 
r°=a(modp),(a ,p)=1 
有 解 的 条 人 忻 ,本 节 将 讨论 合 数 模 同 余 式 
zt =a (тойт), (а,ә) = | (1) 
有 解 的 条 件 及 解 的 个 数 
由 算术 基本 定理 可 把 ж 写成 标准 分 解 式 :zma =2°р1 pee ph 
又 由 第 四 章 §3 定理 1 知 (1) 有 和 解 的 充分 与 必要 条 件 是 同 余 式 组 
z°=#a (mod2") , x =a{(modp"),r =1,2,.",k (2) 
有 人 解 ,并 且 在 有 有 解 的 情况 下 ,(1) 的 解数 是 (2) 中 各 式 解数 的 乘积 ， 
AERA HEERA 
x =almodp’),a>0,(a,p)=1 (3) 
开始 


定理 1 (3) 有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 { =.) = 工 .并 且 在 有 解 
的 情况 下 ,(3) 式 的 解数 是 2 
证 #09.) = -LURRR xz? 二 a (modp) 无 解 ,因而 (3) 式 


无 解 , 故 条 件 的 必要 性 获 证 
. IH ， 


若 [全 ) =1, 则 由 有 2 定理 1, 同 余 式 a (mod) AERA 


解 , 设 z 夺 x,{modp) 是 它 的 一 个 解 ,那么 由 (a,p)= 1 Mi r, 
p)=1 XAA 200,0 (21,р) =1 # > Рх) = х? - а, p| 
(x1) ,出 第 四 章 $3 定 理 2 知 从 x 三 zx,{modp) 可 得 出 (3) 的 一 个 
惟一 的 解 因此 由 z 三 a (modp) 的 两 解 给 出 (3) 的 两 个 解 ,并 且 仪 


有 两 个 , 故 定理 获 证 证 完 
现在 我 们 来 讨论 同 余 式 
tafrmod2 ,wa>>0,f2,a) 一 1 (4) 


的 解 .首先 我 们 立刻 可 以 看 出 , 当 a = 1 B, ORKER, ЗРНА 
数 是 1. 因此 以 下 只 讨论 < > 1 的 情形 

定理 2 W aD>l 则 (4) 有 和 解 的 必要 条 件 是 (1) 当 a=2 tf, a == 
(оъой); (u) H e23 时 ,a 三 1(mod8) 

车 上 述 条 忻 成 立 , 则 (4) 有 解 , 并 且 当 a=2 时 ,解数 是 2; 当 a 
223 时 ,解数 是 4. 

证 车 x 三 zi(mod2*) 是 (4) 的 任 一 和 解 ,由 (a ,2)=1 MRK, 
2)J=1, 因 此 ii=1+28, 其 中 上 是 整数 ,由 此 即 得 

L+4t {t + 1)=a(mod2°), 
(1) 当 a=2 时 ,2*=4, 因 此 
а==1 + 4t, (t, + 1)==1(тод4) 

(u) 当 а223 В, Д) 1 +42, (2, +1) = а (той), х 2[2,( + 

1), 
а==1(тпоа8 } 

САРИ ЗЕ ВЕ qK UE 
7 53 о = 2 时 , ORZ, M а = 1 (по2°). ЕЙ z=1,3 
(mod? RELO, HRA E 

KY а= 3 В, GR, 0) а 221 (mod? ). B $R x 三 1,3,5,7 
(mod? MEOR, ERAR 

现在 进一步 讨论 a >3 的 情形 ,容易 看 出 在 a =3 而 (成立 
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时 ,适合 
r =a (mod? ) 
的 整数 是 一 切 单 数 , 我 们 把 它们 写成 下 列 形式 : 
r= t(l+4rt), £150,421, t2, 0 (5) 
我 们 来 考查 (5) 中 的 哪些 整数 近 合 同 余 式 x =a (mod16) , II; B$ Ë 
А 


(1 +4z#,)°?==a(med16) , 即 == 1i mod2) 
1 
zP RI Ёз = +2r t3 = ТЫ, 
й х= + (1+4, +81.) = t(xz,+ 84), 


жа=1+425,2,=0, +1, +2, 
是 适合 同 余 式 x 三 a (mod16)ËJ — ШШ НЕО РЕ df bj ИЕ 
ВЕ АНАК >*= a (mod2`) h — 1 82 3⁄ E: 
= +(ж,+161,),1.=0, +1, £2," 
х2==а (mod2`) 
仿 此 即 可 得 出 对 任 一 “>3, 适 合同 余 式 (4) 的 一 切 整 数 是 
r= tir, +2 li), 50, tE, £2, m, 
r= a (mod2") 


这 些 z 对 模 2° 来 说 作成 四 个 解 : 即 


ж==т,,хл„+2* !,—т„,— z, — 2° !(тпой2*) 
因为 х, t2 =z, =:1(mod4), – х, — 2° :三 -z= — 1(mod4) , 
x, t 2° 159 x,(mod2°), — z, — 2" 196 — r, (mod2°) 


Ш ж 
例 #8 >*=57(mod64) 
因 57 寺 1{med8), 故 有 四 解 ,把 x SÑ > = Y (1 + 42,), É A 
原 同 余 式 得 到 (1 + 4:,) =57(modl6). 由 此 得 =i mod), 8k > 
=+(1+4(1+24))= +(5+ 80238 S x 二 57(mod16}) 的 一 切 
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| 


整数 ,再 代入 同 余 式 得 到 (5 +8) 三 57(mod32) 由 此 得 ¿, 
ÜÍmod2) t z = +Ł(5+8:2z,)= + (5+ 161.) Æi Z x° 
57(mod32) 的 一 切 整数 УНГЕ (5 + 16z,) =57(mod64) 13 9] = 
1Стод2), Ж = = +(5+1]16(1+2))= + (2321+32: EES r= 
57(mod64) 的 一 切 整数 ,因此 
zr==21,53, —21, — 53(mod64) 

是 所 求 的 四 个 解 

由 定理 1,2 及 第 四 章 &$3 定理 1 即 得 

定理 3 HRR 

х= а (пойт); m = 2% pze pë (a,m)=1 

ВЖЕ ВО ЗЕБ АЕ: a = 2 и, а = 1 (пой); 3 а 223 В}, а = 


l(moag)3f B (2) =1,.=1,2,--, 


若 上 述 条 件 成 立 , 则 有 解 并 且 (0) 当 a =0 及 1 时 ,解数 是 2, 
当 а=2 时 ,解数 是 2 385 a 之 3 时 ,解数 是 2” 


3 题 


1. 解 同 余 式 х'==59(1по4125),к°#=41(тпойб4} 
2.(0 证 明 同 余 式 сг 1 (mdm) SARR +1)({х—1)==0(тойт} Ж 
Е. САН (О) H ARAA z?= 1(modm ) Éq — ВЕ ЙО УУ ak 


87 把 单质 数 表 成 二 数 平方 和 


这 一 节 将 应 用 本 意 前 几 节 的 理论 来 解决 把 单质 数 表 成 二 数 平 
方 和 的 问题 ,更 确切 地 说 ,给 定 p ,我 们 要 求 出 不 定 方程 
p=xr +y,r>0,y>0 
有 解 的 条 件 ,同时 我 们 还 将 进一步 讨论 不 定 方程 
p=x +ay,z>0,y2>0,a=2 
有 解 的 条 件 为 了 达到 这 个 吓 的 ,我 们 先 证 明 
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引 理 1 Ж (5,р)=1.Ш 


S 9) 


证 (1) Ж(=х,р) = 1, 则 由 第 四 章 ІЕЕ 3 r 使 
得 хх = 1(пккір),0 < > < p R, E P# UE z 是 惟一 存在 的 
CE = PHS p 的 简化 剩余 系 , 则 z 过 模 户 的 最 小 非 负 简 化 剩余 系 ) 
(а) hG) 即 得 


(26 о) _ (к= -= D(a Ө) 
= ы. ЭГ Hiz’), 
(2, р) = 1, 故 1+Az 过 模 户 的 完全 剩余 系 故 由 $2 定理 及 
勒 让 德 符 导 的 定义 即 得 
PAE ri) 0 


т =й 


因此 引 理 获 证 证 完 
引 理 2 设 疡 是 形 如 4m + 1553 (А, р) = 1, 


sa) = S (E), 


JS). 


жай 


MOISE) ERB Sk) = (2 


证 OLEA E) = 0, 故 


5(&) = = (z == | 


mI 


-У («чю "чаю, (全 Ce mr), 


HT p = 4m + шж })- 1ХЯ (р-х)((р-ох)% +) 


=-~ r{ x’ + Ё)(тойр), 
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r=] 


" Waras (чере 1) 


因而 so) = 2) (25 ) 2m 
BJ S(k) 是 双 数 
(u) # £ = 00њоїр) (5 js) = 0, 


sao- 58) 
50612) = [Z 500) # s 0) (пойр), M(t, p) = 1, 因 而 > 与 
zt 都 是 过 模 户 的 完全 剩余 系 ús 


$(и?) = > (zt 2) - > (n). + H) 


т=б PET P 
- (PEEP) Gpo 
sa 人 
пон (251) DR p -MMRR 
证 显然 (rt?,p) l, (ar р) =1,0< г< Ê гї = 


2(тоір),0 < z, < z, < Р 1 = пі5(тойр),0 < t, < t, 


< 2-1 Вне? 2 riš(modp), @< гу,г„< Ë = ` l 因为 4 是 平 


ЭЗЕ Я, ВУП mi 是 平方 非 剩 余 , 而 r ас. rt2 是 平 
方 剩余 故 пгт >= rt (modp) 而 上 述 的 数 共 有 pp -1 个 , 故 由 第 三 
章 Š 3 定理 2 知 引 理 成 立 证 完 
定理 1 # pR Am + 1 形状 的 质数 , 则 
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р = (到 so) + (bs), 
其 中 S(&) 即 引 理 2 中 所 定义 的 ,而 { 开 = 1, {2-1 


证 $ р- 1=2p ШЕУ 201) 及 引 理 3 

p (S(r)) + p (S(n))° = XY SC + Ууну 
_ ACON " зуу» ыо) 

- SSS (e йоу) 


3 y гр — х, у Ær {modp) ШЕФ у + £p = z, 
Wiert Е}(у ъд) = (= + (х уг)) (х у, р) = 1 H 
{Ж 1 В 


20 + юс + ө) 
= (#>)[5 (++) i] 


= [z )[2 s Б 202) 1]=-2(2) 
щу = ар z B$, у? == x (modp), 则 


Да) ауе) 
-a alp], 
因为 在 和 式 S(T AY pA Bi k 8 2 + k = 
O(modp) 成 立 й 
PCSCD + pulS(n)y 
- = -2{ = |+ >> (р - D(z ) 
Ea дь) = ар) 


ЛӨ > 


= 1 


故 由 上 上 式 得 
p (S(r)) + p. (S(z))° = 2p(p — 1) = 4рр, 
由 引 理 2,(1) ЖП 
р = (28060) + (250) ] , 
T S(r),+S(n) 为 整数 证 完 
推论 不定 方程 
b = х? + у? 
有 正 整 数 解 的 充分 与 必要 条 件 是 р = ат + 1{ 证 明 留 给 读者 ) 
定理 2 FEHR 
p = x° +2y (1) 
有 正 整 数 解 的 充分 与 必要 条 件 是 { 二 ) = 1, р = 8m +1, 或 
Sm + 3 
证 G) 条 件 的 必要 性 车 (1) AREER, Mir, р) = (y, 
p) = 1 于 是 有 一 整数 y 使 得 yy = 1(тпойр) 成 立 ,由 此 部 得 
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(х*+2у)у = (ж,б у) + 2 = 0(modp), 
即 (二 )= 1 
(и) 条 件 的 充分 性 # (二)= 1, MARR zz + 2 = 
0(modp), | x < P Ж 此 时 


0<2+ 2° 2+ 4 < р? 
故 有 正 整 数 Wy 使 得 
rx +2у = тр.0 < т < р (2) 
成 立 设 mo 是 使 (2) 成 立 的 最 小 正 整 数 , 今 将 证 m, = 1 
假定 m. > 1, 由 绝对 最 小 完全 剩余 系 的 性 质 立 凤 可 知 有 二 整 
数 x,, ут, 18 
х == z,(modrn,),y== y (mod), | x, та, | у; < та, 
(3) 
并 日 | Tı l, | АД | 不 全 为 0. 否则 t, = 0, y, = 0, їй men | T, 
mo ly, ma | ж +2y BHI жт! p {Н т< р, РЕ m, = 1, 而 与 
0< = +230 [+ + +] < mü, 
жї + 2y = x’ + 2y = 0(mod m,) 
故 ж? + 25у? 一 zm, to | Ü < Mi < то, AIE (2) ИП 
mami p = (x + 2у*)( жу + 23) = (zz, + 2уу) + 20у — туу) 
XAG), 
zz, + 2yy, = =; + 2y = 0 mod m}, 
хур жуу = x 3 — жуу, = mod mo) 


_ 2 2 | zz, + Z2yy 1 zy, ry | 
Ë p = 2° + 2у ЗРАК 000 ， 


РТ п 
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且 都 不 为 零 因为 不 然 的 话 , 则 有 -一 数 为 零 , 因 而 mp 为 一 平方 数 
或 平方 数 的 2 傍 , 由 0 < m, < p É p 是 质数 知道 这 是 不 可 能 的 ， 
ñK т, 也 使 得 (2) 成 立 ,这 与 т, 的 定义 矛盾 , 故 m. = 1, 而 定理 获 
习 题 
1 (O 应 用 定理 1 证明 推 论 ;(n》 应 用 证 明定 理 2 的 方法 证 明 推 论 
2 证 明 : 不 定 方程 p = Z + 3y 有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 { — | = 1 


3 设 e =+1.9=+1, 而 个 是 使 得 ( 闻 ) е, (2 )= 9 成 立 的 z(z 


Р 
一 1,2, ‚Ё 一 2) 的 个 数 ‚НЕНВ, 


оаа) аса) 


试 就 。, ДОА АГАВ УЕ 63 pq РЕ И ОХ ТАКЕ Ж X 


98 把 正 整 数 表 成 平方 和 


上 一 节 我 们 讨论 了 把 一 质数 表 成 两 个 整数 的 平方 和 的 问题 
在 这 一 节 里 我 们 一 方面 要 把 质数 这 一 限制 取消 ,而 讨论 任 一 正 整 
数 表 成 两 个 整数 的 平方 和 的 条 件 ; 另 一 方面 村 证明 每 一 个 正 整 数 
能 够 表 成 四 个 整数 的 平方 和 后 一 结果 就 是 著名 的 拉 格 半日 
(Lagrange) 定理 此 外 ,我 们 还 槛 简单 地 介绍 一 下 堆 双 数论 中 一 个 
著名 的 问题 , 即 华 林 ( 罗 arng) 问题 

设 =” 是 任 一 正 整数 ,由 算术 基本 定理 很 容易 知道 ,能够 把 , = 
成 一 个 平方 数 与 一 个 没有 平方 因数 的 整数 的 乘积 , 序 

п 一 nin;, (1) 

其 中 п, 没有 平方 因数 因此 我 们 要 讨论 把 正 整 数 表 成 平方 和 的 问 
题 ,关键 在 于 讨论 没有 平方 因数 的 正 整数 

定理 1 Ez = ninin > 0, 且 nn, 没有 平方 因数 , 则 能 表 
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成 两 个 整数 的 平方 和 的 充分 与 必要 条 和 件 是 n 漫 有 形状 是 4m + 3 
的 质 因数 

证 (1) жү, жт, 是 能 写 或 两 个 整数 的 平方 和 的 两 个 正 整 
数 , 即 


— z z __ 2 z 
ту = жү + yi ma = Ху + у, 
则 由 直接 计算 就 可 以 知道 
"ү, 一 (zl + yiri + yi) = (түл; + yiya) + (туу, 一 хау) 


(2) 

即 mim, 也 能 表 成 两 个 整数 的 平方 和 

(и) 条 件 的 充分 性 # n BAERE Am + 3 的 质 因 数 , 则 nn， 
的 质 因数 只 有 2 及 形状 是 4mx + 1 的 质数 由 2=1 +1? 及 §7 定 
PRIBEN mn; 的 每 一 岳 怪 数 都 能 表 成 两 个 整数 的 平方 和 h (а) 即 知 
n, 能 表 成 两 个 整数 的 平方 ,因此 n 能 表 成 两 个 整数 的 平方 和 

(ш) 条 件 的 必要 性 车 n, 中 有 一 个 形状 是 4 加 +3 的 质 因数 ， 
不 妨 记 作 p = 4 +3, 则 有 一 正 整数 ,使 得 pn Hi z = ntin, 
及 n, 没有 平方 因数 即 得 2 3 > 

BOE ”能 表 成 两 个 整数 的 平方 和 ,部 

по = х 十 у?, 
5(=,у) = а, Ш = = Ха,у = Yd.(X,Y) = l,a = а(х? + 
Y). A2 tri p| X'+ Y EB рЪХ, ВУЖ, O | X, 
Р1Ү,ЇШ(ХА,Ү)51 # 
X?’ + Ү? = 0(тоір),(р,Х) = 1 
由 第 四 章 Š 1 定理 , 即 知 有 一 整数 及 "使 得 XX = 1(modb) ,因而 
( YX”)? =- 1(тоар), 


m (=; }= 1 但 由 83(3) [—1)= (~ 0 a 


[=] 证 完 
为 了 证 明 每 一 正 整 数 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 ,我 们 先 证 明 
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引 理 ”车 n, n; 是 正 整数 ,并 且 都 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 ， 
则 x, n, 也 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 
证 设 n, 一 жү + 2) + ху + Tis = ур + уз + уу + у, 
пуп; = (жї + z; + rs оц) (ут + уз + уз + уз) 
= (жуу + Taya + кууу + Жуу) + (луу) 一 жуу + жузу, 一 
хауз) + (ауз 一 хуу T жуу; 一 raya)? + 
(жууа — Zayi + хуз 一 Tiy) 证 完 
由 引 | 理 立 刻 可 以 看 出 问题 的 关键 在 于 证 明 下 面 的 
定理 2 每 一 质数 都 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 
证 因为 2= +1 +0+0, 故 对 于 质数 2 的 情形 ,定理 成 立 
É p = 2 ,我们 先 证 明 
(i 存在 整数 x ,y,m 使 得 下 面 的 式 子 成 立 


ltr’ +y = тр,0< т< ф (3) 
考虑 下 列 p + 1 个 整数 
z 
0.2... (27) í 7 1, 一 1 一 1°, — 1 一 22 e 
1 
re 


因为 对 模 p 来 说 ,只 有 р 个 剩余 故 有 两 个 整数 х,у 存在 ,使 得 


z’ =- 1 - у'(шойр),0 < z < Pa < y < £— 


2 
BIEI +a’ у = mp, O< 1+ z+ t< 1+2[Ë) < p, 


##0< m < р. 

(п) 由 人 9 我 们 知道 p 有 一 个 正 的 倍数 能 表 成 四 个 整数 的 平 
方 和 因此 p 有 一 个 最 小 的 正 倍数 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 ,我 们 
把 它 写成 mip, M 

тур = z+ zr) + zí + zl,0 < m, < р (4) 
今 将 证 >, = 1 
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首先 我 们 证 明 m 是 单数 假定 m EBR, ri + ух; + су + 
хі ERA 此 时 有 三 种 情形 ;ta)x,x,;, ,都 是 双 数 ,iP) 都 是 
单数 ,tc) 有 两 个 是 双 数 ,两 个 是 单数 ,不 妨 假 定 xz1,x; 是 双 数 ， 
тзт. 十 单数 那么 不 论 是 万 一 种 情形 ， 
X, + жулу aT TT — Жа 


都 是 双 数 因此 
pmp = (Ep (aa e e 


тор 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 这 与 m 的 定义 矛盾 , 故 т, 
是 单数 

假定 mao > 1, 则 т.223, Н. то Ei, Ty з, Z... НЛА 
话 , 由 (4) 即 得 mil m p Bl] m, | ,这 与 1 < m, <р їйї 


疗 在 不 全 为 零 的 四 个 整数 у, , у». уз, y 使 得 下 列 式 子 成 立 


у, = х, (той m), | y, | < тот, = 1,2,3,4 (5) 
2 
ИК о<у+у+у+у<4{ст,] = mà, 
у! + уз + Уз + Уз зе zi + rit z+ z= mod ть), 
即 yi + у; + уз + Уа = momi,0 < т, < Mo (б) 
由 引 理 及 (4),(6) 两 式 即 知 有 四 个 整数 zzz z 使 得 
mami pb = zl 十 z) 十 zi 十 ту, (7) 


并 且 由 引 理 及 (4),(5) 两 式 
xz, = утуу, == >= = O(mod my), 


zz = Ya — жу T кау, 一 Z ys = (mod это), 


Za 二 13 Жаң T Жуу, — Жузу = D) (mod mo), 


Za = 了 134 一 жуу + жуз 一 жуу; = О(тод ma) 


Ñ =, = metl: = 1,2,3,4) AC) 式 即 得 
mib = +++ t, 
这 与 то HEATA йй ою = 上 ,而 定理 获 证 证 完 


На, EJE 2 K 1 = 1° + 0° + 02 + 0° 即 得 

定理 3(Lagrange) 每 一 正 整 数 都 能 表 成 四 个 整数 的 平方 
Ж. 

定理 3 НЕЙ ГАННА) -个 特例 我 们 现在 介绍 
一 下 华 林 问题 : 华 林 在 1770 年 提出 每 一 个 正 整 数 是 4 个 整数 的 平 
方 和 ,是 9 个 整数 的 立方 和 ,是 19 个 整数 的 四 方 和 等 等 从 他 的 话 
看 来 ,他 相信 下 述 的 结论 是 正确 的 : 

对 于 一 个 给 定 的 正 整 数 k, FETES 。 = slk) 使 得 每 一 
正 整数 п 能够 表 成 * 个 非 负 整数 的 上 Л Ж 

但 是 华灯 自己 并 没有 能 够 证 明 这 个 断言 是 正确 的 ,和 耐 这 个 断 
言 就 是 堆 刍 数论 里 著名 的 华 宁 问 题 首先 解决 华 林 问 题 的 是 希 尔 
伯 特 (Hulbert) ,他 在 1909 年 证 明了 对 于 每 一 个 都 可 以 找到 s = 
5С 5) ,使 每 一 正 整 数 都 能 表 成 s 个 非 负 整数 的 & 方 和 

进一步 我 们 要 问 究竟 最 小 的 s АЊА ЖЕН (А) 代表 最 小 
的 s, 于 是 每 一 个 正 整 数 都 可 以 表 成 e (k) 个 非 负 整数 的 & 方 和 
但 至 少 有 一 个 正 整 数 不 能 表 成 a(%) - 1 个 非 负 整 数 的 志方 和 . 

由 定理 3 知道 g{2) 所 4, 另 一 方面 可 以 验证 7 = 2213 x 1 Ж 
能 用 三 个 平方 和 去 表示 , 故 g(2) = 4 可 以 证 明 g(3) = 9, 也 可 以 
证 明 充 分 大 的 正 整 数 可 以 表 成 7 个 非 久 整数 的 立方 和 ,由 这 个 事 
实 看 来 ,g(3) = 9 这 个 数字 并 没有 太 大 的 意义 也 就 是 说 , “多 少 
立方 和 能 表 一 切 正 整数 ”的 问题 并 不 如 “多 少 立方 和 能 表 出 充分 
大 的 正 整 数 ” 的 问题 更 有 意义 . 

因此 ,我 们 用 СОА) 代表 对 于 充分 大 的 正 整 数 能 家 成 ;个 上 方 
和 的 s 的 最 小 值 这 样 我 们 可 以 证 明 G(2) = 4 而 对 于 Gr3) 就 只 
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知道 ,G(3) 224 及 G(3) 所 7( 林 尼克 ,JIanayx), 但 我 们 却 知 道 
(ду = ТОС ERES ,Davenport) 对 于 其 他 的 GC 全) ,还 没有 最 后 
的 结果 继 希 尔 伯 特 之 后 , 首先 对 G) 得 出 结果 的 是 哈代 
(Hardy) 与 李 特 鸟 德 (Littiewood) 他 们 证 明了 

СОБУ < (1 + elk))k2: 2, 
Еф е(Ь) 0,204 k— со 维 诺 格 拉 陀 夫 (H М. Виноградов) 大 大 
地 改进 了 上 面 的 结 昌 ,他 上 先 证 明了 

G (Eb) < 6klogk + (4 + |он216)Ё, 
Аж Т 
КИТ СОЁ) < А(Зіорё + 11) 

运 有 内 他 的 方法 ,还 可 以 证 明 当 下 > 6 УЕ, 

кю 2+ [03-2 
(Ж 554 Dickson, ÆA Pilla, 9 Ж Niven) 陈景润 还 证 明了 :g(5) 
= 37,19 < g(4) <27. R F a(k), RA gH 没有 求 出 .对 于 
GE) ,哈代 与 李 特 乌 德 还 作 了 下 面 的 猜测 : 当 & 有 = 2”,m > LI. 
G(k) = 4k ;W £ # 2”, m > 1 В,С) с 2k + 1 直到 现在 , 除 
k = 2,4 以 外 ,还 没有 人 能 够 断定 这 个 猜测 的 对 与 不 对 . 

应 该 指出 ,我 国 数 学 家 华罗庚 在 研究 华 条 问题 中 用 s 个 方 和 
Жп 的 表 法 数 自 的 渐 近 公式 方面 得 到 了 比喻 代 与 李 特 乌 德 要 好 的 
结果 举 罗 眼 在 等 震 和 的 问题 方面 还 得 到 以 下 结果 : 设 M(&) 表示 
能 使 下 列 不 定 方程 组 存 解 的 * 的 最 小 值 : 

ritta = irit (h = 1,2-5,6), 


Zm + 6 yU + = + у"! 


log + (k + 2) 
pss + 1 
og 1+2) 


则 


МОЁ) =< (& + 1) ~ Бјорк 
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这 个 结果 直到 现在 还 是 最 好 的 由 他 又 在 1952 年 证 明 s > sf 其 中 
5 是 去 的 一 个 函数 s ЗА Чор) 时 可 以 得 到 上 列 方程 组 的 解数 的 
渐 近 公式 
可 = 
ШЕ (;(2) = 4 


Ф 我 们 用 F(x) 一 в) л ша ДЫ) = 1 
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在 上 一 章 里 面 ,我 们 讨论 了 如 何 判 断 同 余 式 === a (тоат ) 
有 和 解 与 否 的 问题 ,本 章 将 进一步 讨论 同 条 式 
х= а (тоат) (D) 
在 什么 条 件 下 有 解 在 讨论 过 程 中 要 引进 原 根 与 指标 这 两 个 概念 ， 
这 两 个 黎 念 在 数论 里 是 很 有 用 的 本 章 通过 原 根 与 指标 的 研究 ,最 
后 要 把 (1) 式 对 基 些 特殊 的 m 有 解 的 条 件 利用 指标 表达 出 来 ,在 
本 章 末 节 还 要 顺便 讨论 另 一 个 在 数论 里 具 重 要 性 的 概念 ,就 是 所 
ТРЕ ра 


$1 指数 及 其 基本 性 质 


HEKb EJE iB (а, т) 1, m>1 W a ™=1(modm } 
RREH. (а, т) =1,m 放 1, 则 存在 一 个 正 整 数 y W а’ = 
(modam ,因此 也 存在 满足 上 述 要 求 的 最 小 正 整 数 KA 

ЖУ Жт>1,(а, т) = 1, ШВА 

a =l {mod ) 
成 立 的 最 小 正 整数 y Uia 对 模 m 的 指数 

# а {Ж т HERE (т), a 叫做 模 六 的 一 个 原 根 

例 2 对 模 7 的 指数 是 3, 对 模 11 的 指数 是 10 因此 2 是 模 
11 的 一 个 原 根 ,而 木 是 模 7 的 原 根 

5 是 模 3 М о 的 原 根 ,同时 还 是 模 六 ,2.3 的 原 根 ,因为 

5°ж=7(тпоё3*).5°== — 1(mod32) ,94 三 — S(mod32) , 
S= — 7(поа3°),5°==1(тоа3?), 
ЙТ (32) = 6 
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原 根 是 香 存 在 ,以 及 模 m BRRR 2 b ex РАТ JER Af 
以 下 几 节 讨论 这 一 节 我 们 先 讨 论 指 数 的 基本 性 质 

定理 1 Ea WH т 的 指数 是 8, 则 1= a ,ee :对 模 m 
两 两 不 同 余 

证 ”我们 用 反 证 法 证 明 假定 有 两 个 整数 ,i 满足 下 列 条 
tF: 

a =a (modm),0=< E < ¿< 08, 

ËPl(a,m)= 1,008 а =l (modm), 0<: -<8 У å Жа 对 
模 m 的 指数 矛盾 , 故 定 理 获 证 ШЕ ЗЕ 

定理 2 27а Й т 的 指数 是 38, 则 a =a" (moda ) 成 立 的 
充分 与 必要 第 件 是 y= у (mod$), 特 别 地 ,a' 三 1 (тойт ) А З. 
充分 与 必要 条 件 是 әу 

证 BERAR, HE y= gtr, y дд +r Sra, 
0» <ë HT a'==1(modm ), t 

а’ = (a?) a =a (modm ), 
a” = (a) a =a" (тот ) 

EE а'==а" (mod m) 的 充分 与 必要 条 件 是 а'==а' (шойт) 但 由 
定理 1 及 Orr < 即 知 :车 а =a (пойт), r= >", RZE 
г= 5, аа (modm) ЖЯ а'==а” (modm ) 的 充分 与 必要 条 
件 是 -= ~ , 即 y=y (тойд) 证 完 

由 定理 2 及 欧 拉 定理 立刻 得 出 

推论 2.1 Жах m 的 指数 是 8, 则 a| gtm) 

推论 2.2 8 0<а<ь, (а, Б) = 1,0 = 2*58,,(6,,10)=1, 


0: 天 1 ,着 糙 有 理 数 志 化 成 循环 小 数 时 . 则 此 循环 小 数 的 循环 节 的 


KEA o] e(5,) 
证 ”由 第 三 章 §4 定 理 2.3 的 证 明 可 以 看 出 此 循环 小 数 的 特 
环节 长 度 是 使 
10°==1{тоаё, } 
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成 立 的 最 小 正 整数 3 ,这 就 是 说 循环 节 的 长 度 是 10 对 模 5, 的 指 


Ж, Sleibh) 证 完 
定理 3 Жс т ВН Н ара >20, Б2>0, №] с" А ол 
的 指数 是 b 


证 5(5=,т) =1,# (2%, т) =1 因此 >° А m 的 指数 
是 存在 的 设 x° РВ m 的 指数 是 5, 则 (x")* 二 1(modmx) 由 定理 
2,ab1lad, 因 而 518 

为 一 方面 ,ab 是 x ХА т 的 指数 ,因此 (x )* 三 1{modm), 而 
8 是 x H m 的 指数 , 故 由 定理 2,3| X 5,6 REER, Aob 
=ë ЧЕ Ж 

定理 4 若 xz ХН m На, у Hm 的 指数 是 5, 并 且 
(a,b)=1, 0] ту ХР m 的 指数 是 ab 

证  У{х,т)=(у,т)}=1, (ху, т) = 1, +y 对 模 
m 的 指数 是 存在 的 设 zy WE m HAES, WJ (ту) = 
1(modm ) ,由 此 即 得 

1=( ху)“ == «у= д (тойт) 

由 定理 2 NA а |55 Н (2,5) =1, h ald 同样 可 以 证 明 518 再 
由 {a ,5) 二 1 8048 a518 

田 一 方面 (zy)”= (х°)°(у*)°#=1(тюйт).Ш #2 知 ， 
$1a5, 双 因为 ab >>0,8>0, 故 8=ab 证 完 


2] ж 


1. Ж p 是 单质 数 ,a 是 大 于 1 的 整数 证 明 ， 

(时 一 上 的 单项 因数 是 = — 1 的 因数 或 是 形 如 2pr + 的 整数 ,其 中 二 
REX: 

(u) e+ 主 的 单质 因数 是 e+1 的 因数 或 是 形 姐 2par+l 的 整数 ,其 中 
是 整数 


2 Ша т 的 指数 是 8, 试 证 ¿' Н ы 的 指数 是 Ty] 
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$2 原 根 存在 的 条 件 


E -R m, PRED- ETTEN 实际 上 ,只 有 在 m 是 2， 
4, 户 ,2p 慧 是 单质 数 ) 四 者 之 一 :时 原 根 才 存 在 ,这 就 是 本 节 轩 证 
明 的 主要 结果 

我 们 先 讨 论 m 是 单质 数 的 情形 ,并 在 本 章 以 后 各 节 中 用 p 
代表 单质 数 

定理 1 F p EFAA, MIR p AER ЕЕ 

证 在 模 户 的 简化 剩余 系 1,2,…,p -1 里 ,每 一 整数 对 模 р 
都 有 它 自己 的 指数 从 这 思 一 个 指数 中 取出 所 有 不 同 的 指数 , 记 
作 

| (1) 
令 =[30 80], 今 将 证 明 :(0 有 一 数 g, 它 对 模 р 的 指数 是 
ri(n)r= p71 如 果 这 两 点 被 证 明了 ,那么 g 便 是 模 户 的 一 个 原 
模 而 定理 获 证 

(u) Ж r= фота Ær 的 标准 分 解 式 , 则 对 每 一 s 来 说 ,在 
(1) 里 一 定 有 一 è 使 得 8 = ag 由 (1) 的 意义 知 有 一 整数 , 它 对 模 
p 的 指数 是 8 设 这 个 整数 是 x, 则 由 51 ERA r =r x р 
的 指数 是 gr 故 在 1.2... p -1 Bf b Му, zi. z) fh x° 
(551,2, ARA р 的 指数 是 о 

Ф g= zzy" ri, ЕШ $ 1 定理 4 即 知 g 对 模 p 的 指数 是 

(п) 因为 BC(s=1,2,…,r) 是 7z 的 因数 ,而 1,2,-… ,pp 一 1 中 
任 一 数 的 指数 都 在 (1) 中 出 现 , 故 ж'==1(той), т =1,2,+,р-— 
1, 即 同 余 式 r= (modo) E bA p-1 4 由 第 四 章 84 定理 4 
A 0 - 1=<r 

但 由 $1 推论 2.1 知 Ay lp-1(s=1,2,-. к), ЇР—1 由 
ЖИ ср -1 тер 1 证 完 
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我 们 应 用 定理 1 来 讨论 m = p zk 2 p° 时 的 博 形 

定理 2 ig 是 模 户 的 一 个 原 根 , 则 存在 一 整数 zw 使 得 由 等 
ig + pt.) ' 二 1+ pus 所 确定 的 wo 不 能 被 р 整除 ,并 且 对 应 于 
这 个 a 的 g+ pt 就 是 模 p' 的 原 根 ,其 中 a 是 大 于 1 的 任何 整 
数 

证 HERE E BBB z" 二 1{modp) ,也 就 是 说 有 一 整数 T. 
存在 使 得 下 列 两 等 式 成 立 : 

g =1+pTo, 

(g+ pt)” =1+p(To- gt :t+ рТ) =1+ bu, (2) 
Афи = Т-ва рТ,Т E 的 整 系数 多 项 式 显然 对 任何 整 
М: KAK. a == T,- в” ti(modp) 又 由 (2),(g* 2, p)=1 故此 时 
PRA g* t- T= mop RA - 解 , 因 而 有 一 t 存在 使 pg? ” 
io То 0(тойр } Ж ta 所 对 应 的 < (EE (е + pia) = 1 + pun 
所 确定 的 xo) 不 被 р 整除 

对 于 满足 上 述 要 求 的 那个 +, 我 们 还 有 

(g+ р) = (1+ bua)” = l+ ри, (3) 
其 中 
и Sut (uat (3)pua T + р? ul 
= = (mod), 
因而 户 不 能 整除 ax， 同样 可 得 
‚ (атр = (It p) =l+ p'u, 


(g+ pto)? D = (1+ plur) = 1+ p'us, (4) 
其 中 u= u, =u =u; = (подр), В рђћи,,5=1,2,3,-- 
É z + р, 对 模 p° 的 指数 是 5, 则 ! 
(g + pt) =1(modp’). (5) 
由 些 即 得 (g + pt) =l modp) fB g+ pu, BB р BD ЛЕ, 
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故 ( 疡 -1)18 另 一 方面 由 ó 的 定义 知 8| 8g(p), 即 581p* (р-1) 
йб ё=р (р 1), Не 1,2,5, PRA 将 此 结果 代入 
(5), ВН (2), (3) (4) 818 
t+ pu, 1==1(тоар°), В pu, |=0(modp’) 
但 ptu, 1, RIE р =l mody), H k ое, е о, В ó = 
Фр") 证 完 
定理 3 H ас>1, а ER р НКӘН, Д е 与 ag+ p" 中 的 
单数 是 模 2 р“ 的 一 个 原 根 
证 ”我们 先 证 明 () 每 一 单数 x # 3 їл z="=1(mod p°) 
Ж 二 1(mod2p") 中 的 任 一 个 时 , 则 必 适 合 另 一 个 
车 < ARERR r=] (mod2p*) 时 ,显然 + 适合 同 余 式 x' 寺 
1(modp") RZE r iE z"==1(modp°)Hj , rH Zhe 即 得 235°, N 
而 z 三 1(mod2), 但 (2, р") = 1,118 ж'==1(под2 р") 
(п) # g 是 单数 , 则 
g*t)==1(modp*) ,g'881(modp"),0< r< ф( р") 
WGA pg(p") = ф(2 р") Ер 
д" =l (mod2 p') , 871 (пой? р") ,0< > < (2р) 
放 g EH 2р" 的 一 个 原 根 
(ш) X$ z+ p° 是 单数 的 情形 ,其 证 法 完全 与 人 相同 
证 完 
定理 4 R m 的 原 根 存在 的 充分 与 必要 条 件 是 m 等 于 2,4， 
疡 或 2p", 其 中 是 单质 数 | 
证 G) 34 #2>3 时 ,下 列 同 余 式 永远 成 立 : 
а? =1(mod2"), (a ,2")=1 (6) 
у a =2a +1, ， 
а? =4al(alt1)+1=1(mod?), 


a” =(1+8г,)®=1+16(ту ! 412)=1(mod2’) 
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” ==1(mod2” Өү 
а? =(1+2" з) ELH CE, +2" E) 
=] (mod2") 
故 由 归纳 法 kE. 
(u) Ú m= pipe pu т 的 标准 分 解 式 , 着 (a,m)=1， 
Ш/(а,2")=1,(а,р")=1. АЕ {у ЕН М O) EY 
aP =l (modp? ),1 = 1,2,. ,A; (7) 


Ж a 


A as'=1(mod2"), 34 п<02;а1”® =1(mod2"), H 223 (8) 
Ф\2"),н®32, 
т = 
La) asa, 


Һ= (т, фри), plz) ф( ру )], 
WAC), (DRAZE $ 1 FE JR ЗЕ 6048 
a"==1(mod> ) 
既然 上 式 对 于 所 有 与 m AE WRL, RE h< (т), ДН 
根 的 定义 , 模 m 的 原 根 是 不 存在 的 因此 我 们 要 讨论 , 何 时 上 可 
ВЕЗЕТ Фо) 
当 23 时 ， 


k< Тре) = Fol) < фм): 
W рор, Н Ne, Ap, RMA 2|e(pu),2| plp) 因此 
[pipt plaz) ] <petr), 
h < ро [I ес?) = ф(т); 
当 n=2,k=1 时 ,g(2") =2.2| ep), 而 
һ=ф(ри)<ф(2"у)ф( рн) = e(m). 


故 只 有 在 
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z = ] п=2 | п = Ü) иН 
k=0| "k=0| "k=1| bh=1 

四 种 情形 下 ,& AER T F olm), HRA m B 2.4. р, 2р" 四 

种 数 中 的 -一 个 时 , 模 m 的 原 根 才 可 能 存在 , 故 条 件 的 必要 性 获 

证 


(ш) 当 产 =2 时 ,wp(2)=1 此 时 1 是 模 2 的 原 根 , 当 т = 4 
时 ,p(t4) 二 2, 此 时 3 EIRA H m= p E 2p В, НЕ 1,2,3 4 
模 т 的 原 根 是 个 在 的 . 故 条 件 的 充分 性 获 证 证 完 

在 定理 4 的 证 明 中 我 们 已 经 找 出 了 模 2 及 模 4 的 一 个 原 根 
我 们 证 明了 下面 的 定理 以 后 ,还 可 以 给 出 一 个 求 模 加 Rp 的 
原 根 的 方法 

EES 设 m>l gplm) 的 所 有 不 同 质 因数 是 gq ,9,,… g, 
(gom)=1, M] z ER т 的 一 个 原 根 的 充分 与 必要 条 件 是 

ДЕ (тоат ),: = 1,2,-… ,天 (9) 
证 (i) # z£ Ж a 的 原 根 Ш z Hm 的 指数 是 5(m) 


但 0< fm) < (m). ml, k A 


g” %a3El(modm),r= 1,22, Ë 
(u) 着 (9) 式 成 立 . 设 g 对 模 m 的 指数 是 3 ,我们 用 反 证 法 证 
I ё=р(т) 


假定 5< р( жт), Š 1 FE46 2.1 9 Slom) дже) 
是 大 手 1 的 整数 , 且 有 一 q, P me. qu pk (m) = 


ди 
故 
pmi = (g )"=ll mod}. 
&-5 (9), S= plm), В ç ER m 的 一 个 原 根 . 证 完 
由 定理 5 我 们 知道 要 想 找 出 模 m= р" 的 原 根 ,可 先 求 出 
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фФ({ 的 一 切 不 同 的 质 因 数 ,然后 找 出 一 个 与 m 互 质 并 且 满 足 
(DAH g 来 ,那么 g 便 是 所 要 求 的 我 们 看 几 个 例子 
例 1 Pc m=41, i} (т) = p(41)=2 3:5, gi 一 2,9; 二 5, 因 


wem 20, Рт) в 故 z 是 模 41 的 原 根 的 充分 与 必要 条 件 


是 : 
g 去 1(mod41) ,g2 去 1(mod41) ,411z. (10) 
我 们 用 1,2,3,4… 巡 一 验算 得 刘 
l ==1(mod41),2°=z=10(mod41)) 3:=1(mod41), 
2" =1(mod41} | 

4 王 18(mod41)1 5°=:18(mod441)] 65=10#=1(mod41) | 

42%==1 (mod41) pg fom ee 
Ë 6 是 模 41 的 一 个 原 根 

例 2 i$ m =41'=1 681 此 时 模 m 的 原 根 是 可 以 用 定理 5 
所 出 的 方法 来 找 的 .但 此 时 应 用 定理 2 去 找 似乎 更 简便 些 

由 例 1 知 § 是 模 41 的 原 根 , 并 且 由 实际 计算 可 知 

6*%==124(той41?) 
故 6”=1+41(3+411), 是 正 整 数 ， 
(6+41е)®=1+41(3+414—69:+41Т)>=1+41ин 

EF u=3+41: -6t +AT ще 0 41 НЕ 2 #SH 6 
ER 41 的 一 个 原 根 .并 自由 定理 2 知 6 是 模 4i*fa>1) 的 一 个 原 
Ж. 

例 3 Ё = 2Xx41 = 3362 此 时 模 > 的 原 根 是 本 以 用 定理 
5 提出 的 方法 找到 的 但 是 由 定理 3 及 例 2 立刻 知道 6 + 412: = 
1 68788 3 362 的 一 个 原 根 

读者 应 该 注意 ,定理 5 所 提供 找 原 根 的 方法 并 不 永远 可 以 用 
来 作 实际 计 算 原因 在 对 于 g( mm) 的 一 切 不 同 质 因数 没有 一 个 一 
般 的 实际 的 求法 ,其 次 还 庶 该 注意 ,即使 (от) у Ар р 
可 以 求 出 时 ,(9) 式 的 验算 也 常常 是 非常 繁杂 的 ,因此 应 该 说 这 个 
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方法 有 很 大 的 缺点 

Жж 在 第 四 章 8S 中 已 经 提 到 ,在 公开 密 钼 方案 中 ,离散 对 数 
方案 是 目前 有 效 的 方案 之 一 ,现在 我 们 在 这 里 对 一 种 具体 的 公开 
密 铀 和 数字 签名 方案 作 一 简单 介绍 W p 是 一 个 位 数 很 大 的 顾 
数 , 模 p 的 剩余 类 杯 FF,( 参 看 第 三 章 $2 最 后 的 注 ) 是 一 域 ,从 而 
WEIEN FF,， 对 集 习 法 作成 - -可 换 人 群 所 请 离散 对 数 问 题 就 是 : 
取 F ' 的 两 个 元 素 ША = о", Н g ЩА К х (Оа р- 1) 
(H g 为 原 根 时 ,x 就 是 下 节 的 а^) 目前 在 计算 上 ,对 于 阶 数 
(BH S 1 中 的 指数 ) 很 大 的 元 z 来 说 ,离散 对 数 问 题 是 一 个 很 难 解 
决 的 问题 为 简单 起 网 ,下 面 记 F' = G 

(1) 1985 年 盖 莫 尔 {ElIGamal) 用 离散 对 数 给 出 如 下 的 公开 害 
HER RERS х, H B 保密 ,公开 gg 和 ,= с, В g AGH 
原 根 A 将 信息 ;© G 传 给 B 时 ,随机 选取 大 ,1 二 上 寺 记 一 1, 计 算 
H а= д, Б = Ат (а, Б) В B 通过 关系 Ba 各 = 
дота в = т RARA m 这 就 是 说 ,如 果 外 人 不 知道 ra BE Z BD 
令 他 截获 了 {a Б), SE B HUB P BL mm, 就 必须 解决 高 散 对 数 问题 ;由 
ЕЖА, хь 由 上 面 所 述 理由 ,这 在 限期 内 是 作 不 到 的 ,因此 > E 
— У S BJ Ж +H 

(2) ж 1985 年 还 用 离散 对 数 构 造 了 数字 签名 方案 RE 
В 要 把 信息 mE R, i( 模 户 一 1 的 剩余 类 环 ) 传 给 4 ,二 人 事先 约 
定 一 个 一 一 对 应 酉 射 fF:GR,_ | 公开 G,g ЖА = pg, 其 中 gg 是 
模 p 的 原 模 ,而 zs 为 了 自己 的 解 钥 数字 签名 的 方法 是 ;8B 和 随机 
WRR, (Е, р 1) =1,<k< p -2, 计 算 a=g', 并 且 求 出 同 余 式 

m= r fla)+ bb (modp - 1) 
的 一 个 解 be R, ; ,然后 将 (a ,5)(B 的 签名 } 和 信息 т 一 起 传 给 
A AHE HA a ,如果 它 等 于 z" ,就 确认 了 信息 来 自 旦 ,因为 外 
人 不 知道 rs ,从 而 无 法 算出 5 
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和 数字 签名 方案 ,也 是 目前 可 以 采用 的 一 种 方案 至 于 一 般 情 形 ， 
所 谓 离 散 对 数 癌 题 ,不 过 是 对 一 个 有 限 可 搞 群 扣 和 如 中 两 个 元 素 
я flh—= р", Н g 和 上 KS (1 к= |; | ) 的 问题 ЯЛУУ Р Н 
和 签名 方案 都 有 相应 的 讨论 


3 指标 及 n 次 剩余 


TE m = р" аў 2р" 的 情形 下 , 模 m 的 原 根 是 存在 的 ,本 节 就 在 
这 两 种 情形 下 引进 指标 的 概念 ,并 推出 它 的 基本 性 质 进一步 我 们 
要 应 用 指标 的 性 质 来 研究 下 列 同 余 式 
z="=a(modm),ú(a,zm)=1 (1) 
有 解 的 条 件 及 解数 ,并 且 求 出 模 > 的 原 根 的 个 数 
在 本 节 里 { 除 特 殊 声 明 外 )}) 假 定 m 是 pr 或 2p* ,c= фот), 8 
ER m 的 一 个 厌 根 
定理 1 Жу c 的 最 小 非 负 完全 剩余 系 , 则 ç" 通过 模 
证 因为 gg 是 模 六 的 一 个 原 根 , 故 由 原 根 的 定义 及 81 定理 
1 知 
USU С.Е. (2) 
这 c ій m S PÑ A P) 2: B5 XZ, m)=1,0f(g', m) 
=1,y=0,1,=--,c — 1, c= (т) 由 第 三 章 $3 即 知 (2) 是 模 
m 的 一 个 简化 剩余 系 . 证 完 
有 了 定理 1 我 们 可 以 对 于 每 一 个 与 模 m 互 质 的 数 引 进 指 标 
的 概念 指标 的 概念 与 对 数 的 概念 很 相像 ,而 原 根 相当 于 对 数 的 
ЛЕ 
EX Ba 是 一 整数 , 若 对 模 ж 的 一 个 原 根 g ,有 一 整数 у 
存在 使 得 下 式 
a= g'(modm ),у 50 
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成 立 , 则 y ПЖ Li e 为 底 的 < IAR m 的 -一 个 指标 

由 定 尽 我 们 可 以 看 出 .… 般 来 倍 ,a 的 指标 不 仪 与 机 有 关 , 而 
且 与 原 根 也 有 关 例如 ,2,3 都 是 模 5 的 原 根 ,例如 ,1 是 以 3 为 底 
的 3 对 模 5 的 一 个 指标 ,3 是 以 2 为 底 的 3 对 模 5 的 一 个 指标 由 
定 埋 1 立刻 知道 任 一 与 模 m 互 质 的 整数 a ,对 于 模 m 的 任 一 原 根 
g 来 说 ,a 的 指标 是 存在 的 Ela, н), ЖЖ m В РЕ AR 
g 来 说 ,a 的 指标 是 不 存在 的 我 们 还 有 

定理 2 akota m ERER, р EE т 的 一 个 原 
RME m 来 说 ,a 有 一 个 以 g 为 底 的 指标 y Оу < с: ЖН. 
以 к 为 底 的 = ЖБ т 的 一 切 指 标 是 满足 下 列 条 件 的 一 切 整 数 . 

у= у (тойс), у220 
а 的 以 g 为 底 的 指标 的 mode BER ЗЕ mda {或 inda ) 

证 因为 (a,xm)=1, 故 由 定理 1, 有 一 整数 y 0=< y < c # 

在 ,使 得 
а == з" (modm ) 

若 g =a (шойт), pg =g" (тойт) {Н E 是 模 m 的 一 个 
原 根 ,因此 z ЯЙ л 的 指数 是 = h 91 Р 2, у= y (mode), ВП 
a 的 任 一 指标 都 是 满足 定理 条 件 的 整数 反之 ,车 y= y (тойс), 
y=0, Ë $ í Em2 

g == g" = z (modm ) , 
即 满足 定理 条 件 的 整数 у 都 是 a 的 指标 故 定理 获 证 
证 完 

ЖЮЗ Ыс Ж т 的 一 个 原 根 ,y 是 一 个 非 负 整数 , 则 以 Е 
АЈ, РЕ m 有 同一 指标 у С m 的 一 个 与 模 互 质 
剩余 类 

证 Ж ndg = Уу, Н(а", т) =1, HEN паи = y 的 充分 
5 Ж ЧЕ a= zs"(modm ) 故 以 ЕЛЖ m 有 同一 指标 了 
HIERMEE 所 在 的 与 模 互 质 的 剩余 类 证 完 

下 面 我 们 证 明 一 全 与 对 数 完全 相像 的 指标 的 性 质 
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定理 4 # a, a, 0 JE 1 т 互 质 的 个 整数 , 则 | 
md{aia tta, )=mda, tindas, + = + Ənda,(modc); 


特别 地 , 


шаа" == ninda (тойс) 
证 ”由 指标 的 定义 
а, ==" (тодт). г = 1,2,5, 
由 此 ajaan gt +nie noOdm ) 
故 由 定理 1 即 得 
mdilaja; "a, )=nda; tinda, t'e + mda,(modc) 
Ф а, =а, =: = а, =a, Mjh ERI 


таа" == ninda ( modc ) 


证 完 


利用 指标 可 以 解 周 余 式 (1) , 正 像 利用 对 数 可 以 求 n 次 方 根 
一 样 但 预先 我 们 要 对 于 模 m 造 出 以 某 一 原 根 为 底 的 两 个 指标 表 
来 :一 个 是 用 来 由 一 数 求 它 的 指标 ; 另 一 个 是 用 来 由 指标 求 它 所 对 
应 的 数 .在 表 中 出 现 的 数 ,只 是 模 m 的 最 小 非 负 简化 剩余 ;而 出 现 


的 指标 只 是 模 q(x) 的 最 小 非 负 剩余 ,我 们 看 一 个 例子 


例 1 作 模 户 =41 的 两 个 指标 表 由 上 一 节 ( 旨 2) 例 1 知 5 是 
模 41 的 一 个 原 根 因此 我 们 把 6 作为 底 ,由 实际 计算 对 模 41 得 到 


下 列 各 式 : 

б°==1, 6°=:10,6=18,6%==16,62=37, 
6'==б, 6°==19,6 '==26,6°==14,6%==17, 
6 =36,6 0 =F32 60 =33,6%=2 6” =20, 
62==11,611==28,6'°==34,627:==12,6°==38, 
6*==25,6'2==4,620==40,68==31 ,62*==23, 
6°==27 ,612==24,621==35,62%==22,6:==15, 
6 =39 6" =21 6 =5 ,6'==9,6%=8, 

6 =29 6 =3 67 =30 6" =13 6" =7 


因此 可 以 列表 如 下 :其 中 第 一 级 行 是 十 位 数字 ,第 一 横行 是 个 位 数 


”了 32 · 


F ,第 一 个 表 是 用 来 由 数 查 它 的 指标 ,而 第 二 表 是 用 来 由 指标 查 出 
它 所 对 应 的 数 的 
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GORGE HEH 


KRESESESESEZESESES 
KaEREÉEREZEZSETEZEZES 


例如 由 第 一 起 知道 30 的 指标 是 23, 即 ind 30 = 23;15 的 指标 
是 37, Hi ind 15 = 37 

由 第 二 表 知 道 指标 是 33 的 数 是 17, 即 33 = md 17; 指标 是 15 
的 数 是 3, 即 15=ind 3. 

现在 应 用 指标 来 研究 同 余 式 (1) 有 和 解 的 条 件 ,我 们 先 引进 x 
次 剩余 与 4 次 非 剩余 的 概念 

EX B т 是 任 一 正 整数 , 若 同 余 式 (1) 有 解 , 则 a 叫做 对 
Em 的 一 个 % 次 剩余 ， BERADER, M a 叫做 对 模 m 的 = 
次 非 剩 余 

定理 5 #(я,с)=4„(а,т)=1,Ш 

G) MRR 
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z"=a(modx ) (3) 
有 解 ( 即 a EAE m 的 nn 次 剩余 } 的 充分 与 必要 条 件 是 d linda, 
并 且 在 有 解 的 情况 下 ,解数 是 d 
(и) ER m 的 一 个 简化 剩余 系 中 ,> 次 剩余 的 个 数 是 所 
证 我们 先 证 明 同 余 式 (3) 是 与 同 侠 式 
nindrt=nda ( modc ) (4) 
等 价 的 EOAR R, RA х=л„(тподт),Ш ху=а(тодт) 由 
定理 4 即 得 
mindz; =mndr;=nda {mode ) 
反之 , 若 有 一 整数 z 适合 (4), 则 由 定理 4 及 定理 3 E| 48 
c= a (mode), 
ЕП >= xz,(modma ) # (3 ) ИЕ 
О) 由 定理 1, 对 任 一 整数 区 ,局 余 式 
X==nd=x(modc ) 
了 永远 有 解 zx, 故 (4) 式 有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 
nX ==inda (тойс) (5) 
有 解 .但 由 第 四 章 $1 定 理 知 上 式 有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 
а |inda ,故人 (3) 有 天 的 充分 与 必要 条 件 是 d unda 
若 {3) 有 和 解 , 则 Z| nda ,因此 由 第 四 章 $1 定 理 知 (5) 式 有 d 
TR К) 0 (3) 9 а T. 
(п) ВО) ТЕЙ m 的 次 剩余 的 个 数 是 序列 
0,1,2.®,с—1 


tF a 的 倍数 的 个 数 н 次 剩余 的 个 数 是 了 


证 完 
推论 a EWE m 的 = 次 剩余 的 充分 与 必要 条 件 是 
az 三 1(modm),d = (n,c). 
证 HEH 5 Ml a 是 = 次 剩余 的 充分 与 此 要 条 件 是 inda 一 0 
" 134 - 


(modd) 由 第 三 章 $1 性 质 庚 及 2 |с НРА ЕЯ 


£ nda = Об подс), 


d 


也 就 是 a7 = 1( тойт) ЧЕ ЗЕ 

例 2 EMRA 

ж? = 23(mod41) (6) 
H ,n=8,c= e(41)=40 #4 = (8,40) =8 X 1123 = 36,6 8 x 
36, 故 (56) 无 解 
例 3 HRA 
x” = 37(mod41) (7) 
ф,2 = (12,40) =4, Ж 1137 = 32 因 41|ind37. 故 由 定理 5 3807) 
式 有 4 解 . 又 由 定理 5 的 证 明 ,(7) 与 同 余 式 
12mdz= nd37(mod40) 
Rp 3indz===8(mod10) 
Э.Н SRE Š 1 知 有 下 列 四 解 : 
таг ==6,16,26,36(оа40) 
ЖИК 8 я (7). 
2==39,18,2,23(той1) 

例 4 由 实际 计算 可知 在 模 41 的 最 小 非 负 完全 剩余 茶 中 ,对 
模 41 的 4 次 剩余 (由 定理 5 知道 也 是 12 次 ,28 次 ,36 次 ，…… | 
余 } 是 

1,4,10,16,18,23,25,31,37,40, 
即 对 模 41 的 4 次 剩余 的 个 数 是 10 但 由 定理 5 也 可 以 知道 对 模 


41 的 4 次 镜 余 的 个 数 是 30 y -10 


ЛЕШ 6 #(a,m)=1, 9 q ЛЙ т 的 指数 8= Ta 特 


草地 ,a BE m 的 一 个 原 根 的 充分 与 必要 条 件 是 (inda ,c)=1. 
证 因为 8 是 a Е т ЗН, К a =l mom) 出 定理 4 
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知 
&inda = 0(modc ) 


但 由 81 推论 2.1 知 3j|c, 再 由 第 三 章 $1 性 质 庚 即 得 
паа = [mod š |. 


Вр š inda , M- cio шаа 与 的 一 个 公国 数 W t= < 
(mda,c) B 


(mda;e) © Š (8) 
Ж d=(inda,c), Wj inda 三 0(modq) H 4 [с 及 第 三 童 $1 
ТЕЛЕ Bš BIHS 


mda == 0(modre) 


再 由 定理 3,4 即 得 az =l mom) 但 5 E R B] £ = а = 
c с 

l(modm ) BJ ЖЛЕ Ж , 故 8%ы к= ау 由 此 不 等 式 及 (8) 

即 得 


с 
ô = (апда ,cj (9) 


车 a ЖАЙ т ЮО, Д ос (9) 818 (10да, с) = 
1 反之 ,者 (inda ,ec)=1, 则 a Ё m ВНЕ с, Вр a Е m 的 
ш 证 完 

注意 :由 征明 可 以 看 出 :不论 以 模 m 的 哪 一 个 原 根 为 底 ,定理 
6 结论 还 是 一 样 的 ， 

定理 7 EË m 的 简化 剩余 系 中 ,指数 是 8 的 整数 的 个 数 是 
Pp(3), 特 别 地 在 模 m 的 简化 剩余 系 中 , 原 根 的 个 数 是 ol c) 

证 RER m 的 简化 剩余 系 中 ,指数 是 8 的 整数 的 个 数 是 
工 , 则 由 定理 6 知 ,了 等 于 在 模 六 的 简化 剩余 系 中 满足 条 件 


finda ,cy = + 
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的 а 的 个 数 由 于 当 = 通过 筑 z 的 简化 剩余 系 时 ,mdx 通过 模 - 
ШЕ “Ж Ж. T 等 于 满足 条 件 


(у,с) = 5.0 = у < с 


的 整数 у 的 个 数 Ф у= wx M 下 等 于 满足 条 件 
tu, ð) = 1,0 < # < Ë 


的 整数 и 的 个 数 , 故 T = gp(5) 
特别 地 ,在 模 m 的 简化 剩余 系 中 ,指数 是 с 的 整数 的 个 数 是 


tcj 由 原 根 的 定义 即 知 原 根 的 个 数 是 (с) ШЕ s= 
BIS 在 模 41 的 简化 剩余 系 中 ,指数 是 10 的 数 a 满足 条 件 
Gnda ,40) = ы = 4, 
Вр а =4,23,25,3}, 


这 些 数 的 个 数 是 4= (10) 
例 6 ER 4 的 简化 剩余 系 中 , 原 根 是 适合 条 忻 
(tinda ,40}= 1 
的 数 а, Вр 
inda =1,3,7,9,11,13,17,19,21,23,27,29,31,33,37,39, 
а=6,11,29,19,28,24,26,34,35,30,12,22,13,17,15,7, 
而 这 些 数 的 个 数 16= (40) 


х) 8 
1 H .,9:,'",9, 是 ?za) 的 一 切 不 同 的 项 因数 ,证 明 g EM т 的 一 个 
原 根 的 充分 与 必要 条 伴 是 g EH m 的 gq (1 = 1,2， , 5 ) IK dE 5 ЗЕ 
2 证 明 10 是 模 17 及 模 257( 质 数 ) 的 原 根 并 由 此 证 明 把 工 , l Rg 


17'257 
环 小 数 时 ,循环 节 的 长 度 分 别 是 16 X: 256 
3 БНЗ 
z” = 14(mod41) 
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4 R mimo DARRERE. PEBE ЖНГ m AERE, I 
е elm) 

5 Ú gg ER m HI E, bk uE 

(4) md, g nd, g=li model m)), 


(u) md =nd, md, a (modpim)} 


$4 模 2 及 合 数 模 的 指标 组 


我 们 在 上 节 里 研究 了 指标 的 基本 性 质 及 其 对 = 次 剩余 的 应 
用 但 是 指标 的 概念 有 赖 于 模 的 原 根 的 存在 ,而 我 们 由 82 知 
道 在 一 般 情 况 下 模 m 的 原 根 是 不 存在 的 这 一 节 的 目的 就 是 要 在 
一 般 情 况 下 ,引进 指标 组 的 概念 

首先 由 全 2 我 们 策 道 : 当 Ü 223 Ві, 2° 的 原 根 是 不 存在 的 ， 
并 且 由 8$2 定 理 4 的 证 明 里 可 以 看 出 任 一 与 2(c 关 3) 互 质 的 整数 
a 通 侣 下列 的 同 余 式 

"s == ](mod2”) (1) 

我 们 进一步 问 :是 否 存在 一 个 整数 a, D RT 2° (о > 3) B) 35 Ж 
2° “? 这 个 问题 的 答复 是 肯定 的 ,这 就 是 下 面 的 定理 

定理 1 W a3, Д) 5 对 模 2" 的 指数 是 2"“, 并 且 


2 


+5, + 5!l, 15 1 (2) 
是 模 2° 的 一 个 简化 剩余 系 
证 度 5 对 模 2" 的 指数 是 仿 由 (1) 及 81 定 理 2 即 得 
8 |2° 2, 
IRER ë= 2",0s nasa - 2 故 要 证 8=2 ,只 须 证 明 
5” 1(п002*),0 << m < a — 2 (3) 
就 够 了 
我 们 光 证 明 对 任意 非 负 整数 m ,下 列 等 式 成 立 
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52" 1+2m42 二 2mr3 (4) 
其 中 u, 是 一 个 整数 当 m = 0 时 ,(4) 式 显然 成 立 假设 (4) 式 对 
т 1З 52° =1+2”'!+2”'?н„ B 
S =(1+2”77!+2”"*%и4, |)? 
= 1 Р РАР" шы 2” и ү+2”''ш%_,) 
=]+2"”"' 2 2843, , 
其 中 и. 52" H u, a t2” un +2” 8 是 一 整数 由 数学 归 
纳 法 (4) 式 成 立 由 (4)? 即 得 (3) ,因此 5 对 模 2* 的 指数 是 2” 2 
因为 5 对 模 2° 的 指数 是 2"* 故 由 8$1 定理 1， 


59,51,52,...,52° с! (5) 
这 2" 个 数 对 模 2° 两 两 不 同 余 ,因而 
$5,— 9... 521 (6) 


х ВИНА АЯ. КАУ, (5) {Е—Ж5' 与 (6) 中 任 一 数 

-5 HAr tb + Fj Ж, AAA 5° = 1 (той), W ~ 5: = 

一 1(mod4). 又 (5),(6) 中 的 一 切 数 显然 都 与 2" 互 质 , 且 共 有 2. 

2° 2 gg(2”) 个 数 故 (2) 是 模 2° 的 一 个 简化 剩余 系 证 完 
推论 $ 


l,a = 1, 1, а= 1, 
2,22, °*— 12.5, 
# y Жу, ФЕМ с 及 模 c 的 最 小 非 负 完全 剩余 系 
y = 0,1,з,с — 1,70 = 0,1,.…,co — 1, (7) 

则 ( - 1)"5%38 2° 的 一 个 简化 剩余 系 

Ж 由 定理 1 知 当 a 这 3 时 推论 的 结论 是 成 立 的 . 当 g=1 
时 ,y Жу, 只 能 是 0, 而 (一 1)"5°=1 是 模 2 的 简化 剩余 系 üw ,= 
2 时,( - 175738 pf F PH 3 ; 

(-1)5°=1,(-—1)'S5= – 1. 
这 是 模 22 = 4 Ву 4 f 4k | Ж 证 完 
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定理 2 同 余 式 


(- 1)”5%=( — 1)” (mod2") (8) 
成 立 的 充分 与 必要 条 忻 是 : 
у= у (mode), Yo y (mode, ) (9) 


证 ”由 定理 1 及 其 推论 易 见 对 任 一 «之 0, 一 1 的 指数 是 c,5 
的 指数 是 с, SR к.т, 分 别 是 y,y Я с, со 的 最 小 非 负 剩余 ; 
r ,r1 分 别 是 y Уо с, со 的 最 小 非 负 番 余 由 $1 定理 2 的 证 
НҢ ,(8) 式 成 立 的 充分 与 必要 条 件 是 

(—1) 5 二 1) $s"(mod2’) 

由 定理 1 推论 即 得 к= > ,ro= ro, 这 就 是 ‘9) 证 完 

现在 我 们 引进 模 2° 的 指标 组 的 概念 

EX # 

a == (— 1)”5”%(той2°), 

M| y, у ЧЕ a 对 模 2 的 一 个 指标 组 

由 定理 1 的 推论 知道 每 一 与 2 互 质 的 数 , 对 模 2" 有 一 个 指 
ЖЕУ, у. Н Оу < ,0= y с, 

如 果 知 道 a 对 模 2° 的 一 个 指标 组 是 y ,yi, 则 由 定理 2,a 对 
模 2° 的 一 切 指 标 组 是 适合 条 件 

у=у (modc),y = y; (mode, ) 

的 一 切 非 负 整数 对 y, у, 

由 定义 还 可 以 直接 看 出 :对 模 2° 有 同一 指标 组 的 一 切 数 作成 
一 个 与 模 2° 互 质 的 剩余 类 

对 于 模 2" 的 指标 组 ,我 们 还 可 以 得 出 与 83 定理 4 完全 类 似 
的 结果 , 即 

定理 3 设 aras, an 是 ”个 与 2" 互 质 的 整数 ， yla), 


%ба,3(4а=1,2,<®,я) Ж а, 对 模 2 的 指标 组 , 则 Vyta)， 


> Yla) Ж araya, 对 模 2* 的 一 个 指标 组 
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证 ”由 定义 
а,==(—1)7 572 mod? }, = 1,2, m, 
由 此 得 
aar a, = (- 1) tas 3 е? (mod2"), 
再 由 定义 即 得 定理 证 完 
下 面 我 们 对 一 般 情况 引进 指标 组 的 概念 ,在 以 下 的 叙述 中 我 
们 假定 :m= 2 "pu ру 是 整数 m 的 标准 分 解 式 ,c 及 co 的 意义 和 
定理 1 的 推论 一 样 ;c, = ф( р); нк, ER pe 的 最 小 正 原 根 
“定义 Ж 
a=( —-1)'5”(mod2°), 
| 
MJ у, 7,7,7", 7. Ша H m 的 一 个 指标 组 
我 们 很 车 易 得 到 下 列 三 个 与 本 节 前 面 各 定 埋 相似 的 定理 
定理 4 若 a 是 任 一 与 x 互 质 的 整数 , 则 a 有 一 个 对 模 六 的 
指标 组 Y Yo Fo Y Er <е,0<Уу <e,s=0,1,…,k 并 
H а Ж m 的 一 切 指 标 组 都 是 由 适合 条 件 
у= у‘ (тойс), y, =y {mode,),s =0,1,..,k 
的 数组 У.У». у, 组 成 
证 (а, т) =1, (а,2*) =1,(а, ро) =1 根据 $3 定 
至 2, 定 理 HEEREMA? 即 得 本 定理 证 完 
定理 5 任 给 "个 ( 非 负 整数 的 ) 数 组 y, Yo, Yr MST 
数组 为 对 模 m 的 指标 组 的 一 切 数 作成 一 个 与 模 mz 互 质 的 测 余 
类 
证 由 孙子 定理 知 同 余 式 组 
ж==(— 1) 5" (то2") , х=: (тоаре), з= 1,2,5, А 
有 惟一 的 解 x 三 a (modm ) (0 1)'5%,2*) = 1, (g7, рч) =1, 
(а ,2*) =1,(а, р) =1, (а, т) =1, BB УЕ. 
证 完 
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定理 6 жа, а, "а, ёп 个 与 mr 起 质 的 数 ,yY (a,)， 
yola) yla a SL, 2 vn) a (151,2, ,7#}) 对 模 mm 的 


НЕН, У) yla), У) yalat D) rla) Е аа, a, X} 


模 m 的 一 个 指标 组 
证 HE X BD4S 
а, == ( — 1)7°*95''#'(үдєд2°}, 


1=1,2, =. 
а, == gh (тодар), 5= 1,2,5, , 
ян за 及 定理 3 妈 得 本 定理 证 完 
$5 特征 函数 


由 前 面 各 节 可 以 看 出 原 根 与 指标 这 两 个 概念 在 研究 同 余 式 及 
分 数 化 小 数 的 问题 时 是 很 有 用 的 异 助 这 两 个 概念 ,我 们 还 可 以 引 
进 特征 函数 ,这 是 一 个 在 解析 数论 里 常常 用 到 的 概念 ,本 节 的 目的 
就 是 初步 地 讨论 一 下 特征 函数 的 最 基本 的 性 质 

ЖЎЖА РАЈЕ: т = 29р ро ра ( о 1) 是 六 的 标准 
分 解 式 icycn 的 意 关 就 是 $4 定理 1 的 推论 中 所 定 交 的 ; 

с, = фро), з = 1,2, з,Ё, 

Ж (а„т}=1,Ж y, у. у," , y, Ж жай m 的 一 个 指标 组 ; 
pypoypoil sD: 分 别 表 示 任 何 c 次 ,co 次 ,ci 次 ,: ,cy 次 单位 根 
‘因此 各 个 o 可 能 是 复数 ) 

ХУМ АЕН o, pott, pp MAR 
(opponiet (a,m) = 1, 


х(а) = 0, (а, т) > 1 
呀 做 模 = 的 一 个 特征 函 教 
# p= p = p = зе = p, ==1, 则 对 应 的 特征 函数 叫做 模 mz 的 主 


特征 函数 
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HEA S4 E 4 a A hA ñF РЕ ЖЕДЕ x Er А ЖЕСЕ М nt 
BE {И ВЖ, ЗЕН 25 Н p, ps,… о, 就 有 --- 个 特征 函数 由 假设 
HA со, сь К рос, To (s= 1,2,5, k) ES cocoes 
Ф(т) В р, ро, т, о, 国 此 我 们 来 证 明 下 列 的 

定理 1 对 模 mx 有 g(tm) 个 不 同 的 特征 函数 

广 意 :两 特征 函数 xta),x (4) 不 同 的 意思 是 说 有 一 整数 a 
存在 使 得 

yla) 7 у (а) 

证 由 定义 ,我 们 可 取出 ф(т) ЖЇНЇ] р, б, о, Bl i, 
Я m REA plm) НОЛЕ ва 

З р, ро. рь е’, ро, ,pi 不 同 我 们 证 明 对 应 于 它们 
НОУТЕ Я x(a) 与 x'(a) 亦 不 同 因为 p ,po,… ,pi Bep, 
2 不 同 ,就 有 一 s Roo Rop Ф p, 关 p', 则 由 p,,p' 的 定 
MNR ДЖИ 5, 存在 一 个 整数 a ,而 a 对 模 т 的 指标 组 是 y=0， 
二 = 由 特征 溺 数 的 定义 知 

yla) = р, 
x (а) = p, 

уба) 55 y (а) # pre. Mh o, BD УУ 3 21, EH 8 4 
定理 5, 存 在 一 个 整数 a , 它 对 模 m 的 指标 组 是 y=1,y,=……=y, 
=0. 因 而 үу\а)з®у (a) 定理 获 证 证 完 

定理 2 Æ yla) EIE m 的 任 一 特征 函数 , 则 下 列 三 性 质 
成 立 

(i) y(1)=1; 

(u) y(a,a,)= у(а,)у(а,): 

(m) Æ а, ==а, (тойт), Й] yla) = yla) 

让 O) 因为 1 对 模 m 的 指标 组 是 y=0,y,=0,…,y,=0 
ñk ХО) = рор = 1 

(u) В aia: 的 指标 组 分 别 是 yla), уба), e, уба); 
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y(la,),yi(a,), ya) 则 由 和 4 定理 6,aias 的 指标 组 是 
уба.) +у(а,), Yola) + Yola: ).: ` ‚у, la) + уба) 因此 


уба) жубар) y ta Yt Ч), г 
убаа) = р о“! р! 


= (о! ote)... oh отба) об ез... ММ!) 
ауар 
(11) # а, =а, (тоат), Miam) = (а, m) Hla т) 221 
ЕГ, (а, м) >21, уба) = yla) (а, т) = 18, (а, т) 
=1 Aik h $4 2 5 Hl anc, HE m AAE] ШЧ TB En Н. kk 
glai) = уба) 证 完 
定理 3 
š; y (a) = pim) 5 уба)ж ЕЕК; 
0, 当 y ta) 不 是 主 特征 函数 
证 (1) 当 xxta) 是 主 特征 函数 时 ,不论 对 任何 与 т аА 


Ж Жа RA уба) =1, 故 У y(a 8830.1, m- Ú фун 
a= 
质 的 数 的 个 数 , 即 


Ie yyin) 


Szi ) = gim) 
(u) 24 Ka) 不 是 主 特征 函数 时 ， 由 定义 ,有 一 pl {Но%—1 
= 0, р 
(о, 一 l)( o. ”十 р? + +ø +1) = 0 


- 1 
5 


P J сор = 0 ЕУ 


Dx (ау = 55). Э 


- ($A) О) о uw 
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定理 4 若 a 是 一 给 定 的 整数 , 则 
Ую = z < жш. 

其 中 >) 表示 展 布 在 „сыз кыга LAMA 

证 (1) Æ а =1 (тойт), M| HH E 2, y (a) = 1 因此 
У\„(а) = ф(т) 
(u) Ж аз (пойт), X (a, m) >1 E, {Е ВЕ ЖОЕ 
й, (2) 0,08 Уу (а) = 0 (а, т) = 1, a 有 一 指标 组 
у, yo,… ,yi 由 定义 


Укба) = 一 (22 (Z pe) (220 :), 


其 中 о 通过 一 e 次 单位 根 ， р, 通过 一 切 c(s =0， 1," k IKRA 
® 
XAA all тойт) Ё a р m 的 指标 组 中 有 一 7y,>0, 因 


而 对 于 这 个 采 说 ,ce >1 今 证 对 这 个 ç 来 说 эе =0 出 高 等 代 
数 知 ,对 с, 来 说 有 一 c, АЕ В е, 使 去 1《 因 为 c >11}, #E 


因为 0< y,< c... 2221 故 > ly(a)=0 证 完 


定理 5 设 y(c) 是 定义 在 一 切 整 数 a 上 的 复数 值 函数 , 则 
(a) 是 模 т 的 一 个 特征 孙 数 的 充分 与 必要 条 件 是 yla) 具 有 下 
列 四 个 性 质 : 

(1) #(a,m)>2>1,MJ (а) =0, 

(n) pla) ЖЗ 0, 

(ш) (аа) = pla yla), 

(iv) Ж аа, (тойт ), W pla = Хаз) 
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证 (1) 必要 性 的 证 明 : 若 ¿(a JES m ВЈ yE EB З, WI 
HE Y GOR AEM 2, (n), ба) R Ov) Rar 

(2) AEREA: E pla) EEA ВЕ (1) — (iv) BJ PR 22 , 4% 
们 先 证 明 

2(1) = 1,ф{и)550,(а„т) = 1 (1) 

由 性 质 (11) 有 一 数 a, 存在 使 得 (а) 5-0 H (mw) ola )= 
pla Dg) i 0(1)=1 H T(a,m)= 1,04 a 使 得 a a = 
l1(modm ) 由 fu) бу) Æ (1) = 1 BHF (а) уба) = (aa )= 
(1) =1 #4 (а, т) = 1], 

pka) = 0 

任 取 一 与 mx 互 质 的 整数 a, ЩА 2 5 3 EPF 3 H a 通过 
Ё т 的 一 个 简化 剩余 系 , 则 аа 也 通过 模 m BJ— АЈ ЛИЗ Z Ж 
Ў HH (iv) Е 2 即 得 


(a) x aa) _ yí (a) 
> ф(а) > (aa) Жк у; pla)’ 
其 中 x (a) 是 模 m 的 任 一 特征 函数 ; >， 表 示 展 布 在 a 所 通过 的 
简化 剩余 系 的 一 切 整 数 上 的 和 式 , 由 此 即 得 


сык сы, 


ИОН YX(a) 来 说 : у) 89 =0,у(а,) = (a1)( 对 所 有 与 т ҥй 


的 整数 a1) 二 者 必 居 其 一 .因此 我 们 只 要 证 明 有 一 特征 函数 y(a) 
使 得 


(a) 
> а 0 (2) 
без НЕНИ z(a) RR, D а) = 0, Ш 
H = У) У) каз = 0, (3) 
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其 中 y 通过 模 产 的 一 切 特征 函数 另 一 方面 ,由 定理 4 МОНЕ 
— m 互 质 的 给 定 的 整数 4 Kik, 


ayla) 1 < _ lolm), Æ а = 1(тойт), 
2, plat pay 2264) р M Ф а = l(modm), 
故 н = У) У) LA = pim) #0 
2 D шу" #0" 


这 与 (3) 式 矛盾 因此 有 一 特征 函数 y (a ) 存 在 ,使 得 (2) 式 成 立 
放 由 上 证 知 : 对 于 这 个 特征 函数 у (а) 15, (а) Уу ploa, 
即 yt) 是 一 个 特征 是 数 证 完 

我 们 看 几 个 特征 函数 的 例子 : 

例 1 ip 是 单质 数 , 则 对 模 р 的 勒 让 得 符号 是 对 模 p 的 一 
个 特征 函数 ,这 一 点 由 蔓 让 得 符号 的 性 质 及 定理 5 可 以 直接 看 出 

例 3 设 P 是 大 于 1 的 单数 , 则 对 模 P 的 雅 可 比 符号 是 对 模 
P 的 一 个 特征 函数 

应 用 特征 函数 的 概念 及 三 角 和 情 值 的 方法 ,我国 数学 家 华 罗 
庚 在 售 计 最 小 原 根 的 上 界 方面 ,得 到 了 很 好 的 结果 问题 及 结果 如 
下 :设立 是 一 个 单质 数 , 问 模 p 的 最 小 正 原 根 ( 记 作 (р) Е 
是 什么 ”根据 实际 计算 的 大 量 数 据 , 对 问题 的 建议 是 : 当 р 充分 
大 时 ， 

g(p) < kp, 

其 中 e 是 一 个 任意 小 的 正 数 ,而 是 与 p 无 关 的 常数 但 是 这 个 
猪 测 直到 现在 还 没有 人 能 够 证 实 ED BENT: 


glp) < 2%? 
Ж + Ф(р) = р 1 的 不 同 质 因 数 的 个 数 
应 用 特征 画 数 的 概念 及 三 角 和 估 值 的 方法 研究 最 小 的 x 次 
АЕ я , 维 诺 格 拉 陀 夫 得 到 了 如 下 结果 : 设 p 是 单质 数 n|p-1,n 
>1, 则 当 p 相当 大 时 , 模 р ВОВУ н W ESU 


1 1 
rip) < prilogp) ic = 2e 7 
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2] 题 
1 É aq 是 一 个 非 平方 的 整数 ,4d=1 或 六 mod4) ,并 且 规 十 


o (2) 
0,214, 


diL 
ч) (PCE) aeea 2 emnes, 
(м) (Z O 是 单质 数 ) 是 勒 目 德 符号 ， 
{rv) (#£)= (5) (2) EE n= рур, PRHE 
(2 ) ПШ 7 РЧ эт Kronecker) ff F 
WE 有 一 模 |4 | 的 特征 函数 xfa) 存 在 ,使 得 
yín) = (4, => с 


Ж xT 
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第 七 章 Е 分 Ж 


从 本 章 起 我 们 所 寺 论 的 对 和 象 将 要 扩大 到 实数 的 范围 我 们 已 
经 知道 任 一 实数 可 用 有 限 或 无 限 小 数 表示 出 来 在 本 章 中 将 要 证 
明 尾 一 实数 也 可 以 用 有 限 或 无 限 连 分 数 来 表示 ,其 次 还 要 利用 连 
分 数 讨论 用 有 理 数 逼近 实数 的 问题 最 后 讨论 循环 连 分 数 与 实 二 
次 不 尽 根 的 关系 及 一 种 特殊 的 二 次 不 定 方 程 


$1 连 分 数 的 基本 性 质 


分 数 


Qt (1) 


1 
+ -一 
a, 


叫做 巡 分 数 不 过 (1) 的 写法 很 占 篇 幅 , 故 常用 符号 


a, + 1 1 l 1 (2) 


аз 十 G; + a, + а, 
或 [aiaz ta] (3) 


来 表示 连 分 数 (1) 
注意 :此 处 (3) 表 示 连 分 数 (1) 而 不 是 最 小 公 倍 数 


ЖУ [ea val] = P ьа „ИШ (1)00Ж k ЛЕ 
分 数 
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由 定义 立刻 可 以 看 出 党 是 a1, aa， … a, Ж, ВУ а. 
. ,a 无 闫 ,再 由 (3) 的 意义 即 得 


Pi 91 P: _ аза, +1 s _ азбаза— +1) + а, 
т^ T Та; a aa (4 
更 一 般 地 我 们 就 有 
定理 1 PAlla an ,4,] 的 源 近 分 数 是 名， 学，…， 
, 则 在 这 些 浙 近 分 数 之 同 , 下 列 关 系 成 立 中 ; 
Р =а,,ф = аа +1, p= аф, (+ b, ри (5) 


qi l, g= dzs Qy T uh л T ЧЕ a) 
证 4 k=1,2,3 В, H (DRIE) ,假定 (537 对 小 于 二 的 下 
整数 成 立 , 则 


P _ _ 1 
一 = [ala 7 1,93] = | оуу G. sap + 一 
Fk a 


È 


i I ) 
aaa — + i 
w а, Pr 2 Pa 3 _ ail ari Pa К Pa) + Pra 


а,б а, 19а 2 + ge з) + Qaa ' 


1 
(asit Ejnat a: 
H Ë, (U G, (Dx-2 T Peas | 1 = G, 19-57 4 | 1195 
Pe = ар (+ Progi = ащ 1 t qea 


故 由 数学 归纳 法 (5) 式 成 立 证 完 


=L 


定理 2 车 连 分 数 [a ,a,,…,a JB n пели = 


他 ”在 这 里 ,我们 已 经 假定 了 各 渐 近 分 数 是 存在 的 事实 上 34 a,= 0( 或 am + 1 = 
Dat È (005 | 即 不 存在 又 当 а,в, 都 是 正 数 时 ,不 难看 出 各 新 近 分 数 的 存在 
{+ 
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1.2.,--. m , ШЕРЗАД vr - 
Рай» 1 © PI 1] 一 (— 1)°, (£ = 2), (6) 


De-a = Ва 296 = (- 1) ѓар, (£ 22 3) (7) 
证 (1) k= 2HR|, (6) лз: Bl 
bagi = big: = (аза + 1) — axa, = 1 = (= 1), 
假定 Prig- Py. ag. = (—-1)' , 则 由 定理 1， 
Pg, 17 P.,- 
= (ар, (Tt Pa-2) det Фал (a, a T q, 2) 
=P, оф A P, аф з= —(—1)* '=(—1)* 
由 数学 归纳 法 ,(6) 式 成 立 
(u) 由 (6) 及 定理 1 
Фа 5 paar = (аьр + Pr-2) gre Pr-al age- t qi-2) 
= а,( Р,-1Ч&-5— Pr-2g1) = ( — 1)" 'а,. 证 完 
以 上 我 们 对 于 连 分 数 中 所 出 现 的 a ,并 未 加 任何 限制 ,实际 上 
它们 可 以 是 任何 实数 (甚至 复数 ) 以 下 将 要 加 以 限制 
ЖУ Фа 是 整数 ,azyc ,是 正 整数 , 则 连 分 数 
[a,,G,.,"" уйку] 
叫做 简单 连 分 数 , 关 a 的 个 数 有 限 , EA nj ПЕТ PR ЮЕ ЕЗУ, a 
B F $ R ,就 叫 微 无 限 简 单 连 分 数 对 于 无 限 连 分 数 RATAR 


m a Pt = [ae Ё= 1,2," ‚ЕЧ VL К. 3 RB >H Ro 


时 全 有 一 个 极限 ,我 们 就 把 这 一 极限 叫 作 连 分 数 的 什 


显然 定理 1,2 对 简单 连 分 数 来 说 仍然 成 立 并 且 还 有 
定理 3 设 [ai,az,…,a,…] 是 (有 限 或 无 限 的 ) 简 单 连 分 


ж,» =1,2,…) 是 它 的 渐 近 分 数 , 则 
* 151 ` 


O) H k23 ЇЇ, д2 +1. ТОТИ k ЖИА, gak l, 


(u) Puan, Pu Par 1 Ёз 3 Pu y, Рак 1 
人 2 qu 3 Чэ» Gik i 


(ш) Č, k =1,2, 1 ЖЕР 
证 (O 由 定理 1 显然 0,221, HA а,221, k22, W А223 
时 ， 
gs = ал+ 9 22411 
Я а,=1>0,ф= a22- 1, ЖААЙ G) КЕ 
(u) 由 (7)? 式 即 得 


Рок _ Рэ» р (— 1)” la, — — 434 < 0, 
Gas Qt- 1 Gardas- #1 &-1) 
Pu-i _ Риз _ (— D” ‘ац ! > 0, 
他 2k-1 Tik 3 Чок 1Ч? 3 
Ё Pain 1y Posi Paka 
故 ba < Pau Pai „Риз 
q; Gak 1) f 1 Qk з 
由 (6) 式 即 得 
Ёз _ Par 1 — (— 1)” > Ü 
Ok Qo; 1 0 2.926-1 
故 Р > Ёз 1 
Чок 5-1 
(и) (6) ВП (р, , 9) = 1 证 完 


定理 4 每 一 简单 连 分 数 表示 一 个 实数 
证 显然 每 一 有 限 简 单 连 分 数 表示 一 个 有 理 数 5% 


[ai ay， зау] 
m й T Z E, SS ж Lau 
由 定理 3 Ж 


Pi Ps ... Pwa., 
qi g’ "ов 
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是 一 个 有 界 递 增 数 列 ， 


Pi Pa Pu, 
q: 9а ' Qu 
是 一 个 有 界 递减 数列 ,并且 和 由 定理 2.3 知 


Ёз Рок-1 1 L 
0 < _ = —> S озу DOr 0 
Чо» Шаһ 1 Gfk 1 (2Ё 一 1) 2k 一 2) 


因此 | Ёк, Р |( =1,2, ) 作 成 一 个 区 间 套 , 故 jam 色 存在 , 因 


дз» 1 924 
此 定理 获 证 证 完 
习 题 
t 证 明 
ар —1 Ü Ü Ü 1 0 0 0 0 
1 аз —1 0 0 Ü а, -1 0 Ü 
Ü 1 mq Ü ü 0 1 ia Ü Ü 
Р. = Q; = : 
0 Ü Ü Чу t 一 1 0 Ü Ü G“ L 1 
Ü Ü Ü 1 а, о Ù 0 1 a; 


2. anena” ‚ ишк, пре ANF- 
[J o.) зе Zl) 
Ао (а ва 
52 把 实数 表 成 连 分 数 


在 上 节 我 们 证 明了 任 一 简单 连 分 数 表 示 一 个 惟一 的 实数 ,这 
一 节 将 要 证 明 每 一 实数 基本 上 能 够 惟一 地 吉成 简单 连 分 数 ,并 且 
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ЗЕ НЯ: 


将 说 明 连 分 数 对 求 无 理 数 的 有 理 近 似 信 的 应 用 
设 a 是 一 个 给 定 的 实数 ,车 a 是 有 理 数 , 则 a= р,р>0 由 


饶 转 相 除 法 即 得 


2 = w+ 于 0< < 1,221, 
кү ү 


Ку-1 _ ШЕ r, 
ыа кл OSa е 21 
= = уз Фан > 1 
й а = = = Lais q... qa a], Qari > 1, (1) 
即 每 一 有 理 数 都 可 表 成 有 限 简单 连 分 数 
Жа EAMH, ШЕН о = [а] + {2 |,0< 1а. <1 即 得 
Е I _ _ iI 
а= a + та) = lala, = тт > 1, 
аа = а,+ ‚а, = [а], = +l >1 (2) 
1 3 @„' 2 15+ #7 Tat * 
_ l _ _ _ 1 
а, = а + а; ' 2% 一 [ а, lsa = Tait > 1, 
故 a = [aiaa a, a H 51 定理 1 即 得 
一 уа, + 1 = w P, + Pai k = 2,3,--. (3) 


T; ' 204 T+ Ga- 
定理 1 侍 一 实 无 理 数 可 表 成 无 限 简单 连 分 数 
证 ба 是 任 一 实 无 理 数 ,由 = 我 们 可 以 得 出 (2) 式 , 邻 证 明 
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lmla, anta} = а (4) 


由 (3) 式 及 人 $1 定理 2 Вр 


Pi — ам» T Pi- _ Р» — (— 1) (5) 
7, G Hi | (fk RETA + da-i) 


ЇН a> ape AE а + qg 因此 由 $1 定理 3 即 得 


_ Ë 
F 


cr 


1 
klk ~ 1) 


< 


й 


з вові, grp ио = a PORRE 因此 


a = [a,,a,, ea ] 


RADH а,=[а,.,1251(#5>2) ‚ДИ SE3SETF 证 完 
由 定理 1 的 证 明 还 可 以 得 出 一 个 在 数论 上 有 用 的 结论 Вр 
| oa LDS y P (1) 8, 
推论 а т. 9+1 а= + Gk ,其 中 0< 
8,<1,0<8,<1 
1 1 21 , 
证 ља, >an k лыт < а ЩИ 8.04 
存在 ,使 得 
1 = S O< <10<8<1 
aaga T ge-1 a+] Qs 
成 立 ,由 (5) 式 即 得 推论 证 完 
定理 3 每 一 实 无 理 数 只 有 一 种 惟一 的 方法 表 成 无 限 简单 连 
分 数 . 


证 о 是 任 一 实 无 理 数 , 则 a 不 能 表 成 有 限 简 单 连 分 数 ， 
Жа 只 能 表 成 无 限 简 单 连 分 数 .我 们 只 要 证 明 如 果 两 个 简单 无 限 
连 分 数 

ao = [araz rar, ] 
与 Bo = Lisas „ыу ] 
相等 , 则 а, = b... k= 1,2,. 4 
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@ = [ аку, aeo t 1, B, 一 [Brans Daags ttt] 


则 most 一 маа ba tga 故 
рр 一 EARI = [8], (6) 
由 aa = 8, 得 
d 一 [ау] = h, 
рга ат = Д! 
假定 а, = b,, № а, = В, sÍ =1,2,":, k (k =2), Mj FI cy a REEM 
的 æa s Bos 18 api = bro tn = +1; НЕННЕ, У РНЕ 
Е Б, а, = Б, Вр 证 完 
关于 有 理 数 表 成 简单 连 分 数 的 惟一 性 问题 ,由 有 
定理 3 (а) ж = [ааз aoj= [б,Б», bn] H a, > 
l1,5.2>1,) т=п,а, = b (( = 1,2,: m) 
(u) ЕНН BS Ph yi ЗЕЕ ЕЕ ЖК, 


7 = [аџ,аз, ze] 一 [ea 一 1.1] 


其 中 a,>1( 证 明 与 定理 2 的 证 明 完 全 类 似 , 留 给 读者 ) 
现在 我 们 说 明 连 分 数 在 求实 数 的 有 理 近似 值 方面 的 用 处 , 即 


定理 4 车 a 是 任 一 实数 ,在 是 。 的 第 个 渐 近 分 数 , 则 在 分 


<q, 的 一 切 有 理 数 中 , 华 是 a 的 最 好 的 有 理 近似 值 , 即 车 0< 4 


= т, Ж 
Р. 


а 一 一 一 
Gk 


证 Ж “= 至 , 则 定理 已 经 成 立 因此 只 须 讨 论 азе РЕН 
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s< 


2-2) (7) 


E 在 这 种 情况 下 ,a 就 有 第 &+1 个 渐 近 分 数 宇 … ,我 们 不 芒 假定 


Pt < (Рс 人 可 完全 类 似 地 讨论 | 


2. Ferl ` k + 
(1) RINER :# 0< а= g, M) 
PP 或 Png (8) 
g ЧЕ +1 q 


{г< Рр: раг qq < 10851 


JE 3), < Pafin 因此 


5 Р. _ Pa gh > 1 Pu _ 2 > 1 
q Fe qq; qq, Tki q 9.19 ` 
{因为 Pg qh 2>0,q,. aq — q 5 >0),EB Geri t q, > q ВИФ 


Ра _ Ë > 9+1 T G; > 1 
Geri 9, 99:9. +1 1+3 


这 与 $1 定理 2 矛盾 , 故 (8) 式 成 立 
(1) 由 定理 ЕА онур 


Pi < a geu 


Ga < 


着 < =, 则 (7) 式 量 然 成 立 着 人 < £w 


z _ P 2 > Piri _ > 1 => 1 
e+1 q 99. +1 49+1 
JOPE ARM) 1 的 推论 知 
外 -二 
9. Tkt 
放 得 (7) 式 . Ш ЭЕ 


例 求 1+VS 的 精确 到 小 数 点 后 四 位 的 有 理 近 似 什 
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解 ”由 计算 可 知 
1+/5 = [3,4,4,4,4,---], 
因此 о, =1,9,= 4,9. = 17,9 = 72, 45 = 205; р, = 3, р, = 13, p; = 
55,р,=233 由 定理 1 推论 知 


233 1 1 
+45 — 7 | S 2 < 305 < ту 
233 
AAR 
ы КЕ ЖЫШ ЖЖ (370—447) Ë BI B DL 122 (Ж Ж) Ж 


REAR = HEWA , Зн и 2 (429—500) ЖЕЙ ЕЛ ASSA (ЖЖ) 


ЕУ Ж x 的 近似 值 ,市 西欧 最 早 发 明 这 一 事实 的 时 间 还 比 他 
Bë 1 000 年 .更 有 兴趣 的 蚌 由 实际 计算 我 们 知道 x 的 连 分 数 是 
z= [3,7,15,1,292,1,1,:-], 
因此 r 的 渐 近 分 数 是 
3 22 333 355 103 993 104 308 


1 ' 7 106° 113° 33 102 ° 33215 ° 
HJ B Ж Ж ЖЕ ЕН E: x 的 两 个 浙 近 分 数 由 定理 4 我 们 就 知道 栈 
FRERE x 的 两 个 最 好 的 有 理 近 似 值 由 定理 1 推论 
355 1 


1 
x- IB < 113733 103 < 10° 
KIDE «авай 事实 上 ,353 = 


3.141 592 9--- Ej х HAERA EDER AK, Pi JE НГ WL {Н IS 

在 数学 上 的 成 就 是 突出 的 他 是 历史 上 第 一 流 数 学 家 ,他 的 成 就 是 

我 们 祖国 的 光荣 他 的 这 些 成 就 主要 是 由 于 自己 的 刻苦 劳动 得 来 

的 ,他 曾 说 他 学 习 算 学 是 “…… 接 练 古 今 , 博 采 沈 奥 , 唐 篇 夏 典 , 莫 

不 撑 量 , 峭 正 汉 蝎 , 威 加 该 验 ,……” 通 过 祖冲之 的 成 就 和 事迹 ,再 

一 次 证 明了 中 国人 民 是 勤劳 , 勇 侈 而 又 有 高 度 智慧 的 祖冲之 著 有 
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«© (bba fE К) ,但 是 由 于 统治 和 阶级 的 不 重视 ,没有 人 去 认 
АА, РАЗ" ЕГ Бї ВЕЗЕ Н.Й ЖЕ ОЕП АИВ "(ШЕЙЛЕ 
《 隋 书 》, 律 历 志 )( 参 看 李 全 其 站 中 国 古 代数 学 史料 》) 


>J 题 


1 将 V13, 方 (Y3+1) 展 成 无 限 简单 过 分 数 
2 -K snl8* 的 精确 到 小数 点 后 五 位 的 有 理 虹 似 值 
“3 йа ЖЗ На=[а,.а,, ],N 是 一 个 正 整 数 , 将 N 表 成 十 进位 数 
时 ,& 是 这 个 十 进位 数 的 数码 的 个 数 ,n ЕЕ Е о М 的 最 大 整数 ш 
HH rset 


$3 循环 连 分 数 


这 一 吝 我 们 将 机 说 明 实 二 次 不 尽 根 { 整 系数 二 次 不 可 约 方程 
的 实 根 ) 与 循环 连 分 数 向 的 关系 

定义 ”对 于 一 个 无 限 简 单 连 分 数 [a ,az,…，,ea,,…], 如 果 能 
找到 两 全 整数 20. >o 使 得 

аы = Aer = 1,2, t, = 0,1,2,-®. 

我 们 就 把 这 个 无 限 简单 连 分 数 叫 做 和 铂 环 连 分 数 ,并 简单 地 把 它 记 
Еа, аз, asa, ]. 

我 们 首先 注意 : 若 [a,,ay,…,a,,…] 是 一 循环 过 分 数 ， 
а, = [а, 154,525] о, = auk =0,1,2, 4 反之 亦 然 

定理 1 每 一 循环 连 分 数 一 定 是 某 一 整 系数 二 次 不 可 约 方 程 
的 实 根 

证 Фа=[а,,а;,те.а„,а,„, as Ja = Тада) 
# =0,. 则 由 $2,(3) 式 即 得 


tP, + Р.-1 
а, + Tei ' 


他 = 


139. 


由 此 得 


因此 


qa + (q. bda- b... = Ü 
520, ШЕ $ 2, (3): 5 E E T: R4 


__ aP, + P: 1 _ m D+: + Psti-! 


mr (r. + Hl ts + P: 1 ' 
一 — g; (“ë + Р, 1 一 — +19 + Prt 
qa 一 b. qam T Par 


(1) 


(q. z м Pal g; -1 Œ + pal = (Фа = РО — sri + b. iD; 


ИП 


CATA 7 Garaga” + {porig + D. 1 ш 
Ё,+:@у-1 7 qa P. i) a + ( Por 四 1 Е P-P) = 0 


(2) 


Ха 是 无 限 连 分 数 , 故 a 是 实 无 理 数 , 故 (1),(2) 两 式 不 可 
约 , 因 此 定理 获 证 

定理 1 ИТЕЛЕ 这 就 是 

定理 2 Ж (5) =ат + brte 是 一 个 整 系数 二 次 不 可 约 多 
项 式 ,a Ж (2) = 0 的 一 个 实 根 , 则 表示 a 的 简单 连 分 数 是 一 循 


环 连 分 数 


证 完 


证 因为 f(z) 不 可 约 , 故 a 是 一 实 无 理 数 由 8$2 定理 1,a 
能 表 成 一 无 限 简 单 连 分 数 , 设 


а = [a,,a, ay 


Ф alasane] н $ 2(3)Җ 


tp + Рь-1 


а = 
A T, + | 


X аа + ba+c=0, 以 上 式 代 入 后 即 得 


其 中 


Аа», + B.a, + C, 一 0. 


a = ap, + bp,q, + cq, 
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一 2арьр„-\ + É È Pagani + P,- q.) + PR E 
н 一 ab... + Bp ig, I + cq. 


Е 


故 а, Æ 
As + B,y + C, = 0 (4) 
Ву (З) $ 1 定理 2 即 得 
B; 一 44.C = (b° — 4ac)(p.g,- T b, 19.) = b° – Зас (5) 
H Š 2 定理 1 的 推论 


р. = aq. + ,| 0.1<1 


ч 


由 (3) 即 得 
g y? 8 
A, а (og + + efa. + |a t ор 


2 
= (aa° + Бо + с). + Zaa, + а — + БӨ, 


Ө, | 
=2а08, + a z + bô, 
故 |А,1< 12аа| + |а|+5]}, 
H(3) X C= А,_,, П 
РС. I<] даа 1+ а +15 | 
最 后 由 (5) 即 知 
| B, 1/41 A.C, 1+1? — dac | 
BF a,b,c a 都 是 常数 , 故 A.. B. C, 只 能 取 有 限 组 不 同 的 值 
因此 在 序列 
(A,, В,С), ~, (А,,В,,С,), 
ЖН ЕА, MASER ninnan n, an) 
存在 ,使 得 


r ii > 


C, = C. = С, = C 
由 (4) 即 知 а, за, за, 都 是 
Ау? + By + С = 0 
Ca saa 0 中 一 是 有 两 个 相等 ‚в 全 bi 一 а„, 


а 是 实 无 理 数 ,a, 也 是 实 无 理 数 , 故 由 $2 定理 2 


а, +1 T Aaly rt T Aaaa 
令 r= nj £ 2, n 8 
a = [аа AN: ELEN | 证 完 


$4 二 次 不 定 方 程 


本 节 将 应 用 循环 连 分 数 的 理论 讨论 下 列 的 二 次 不 定 方程 
х? -dy = 1, (1) 
其 中 a 是 非 平方 的 正 整 数 
因为 d 是 非 平方 的 正 整 数 , 故 Y a 是 一 个 二 次 不 尽 根 ,由 §3 
定理 2 知 
мї = [a, a, "U asas. sds], 
Ф а, = lansiran]. RAKHE 
定理 1 有 两 个 整数 P,,Q, 存在 使 得 下 式 成 立 
V d + P. 
Q, 
证 由 82(2) 式 及 2 定理 2 知 


V4 - [Va] = Z, 


‚А Р; = d(modQ,) (2) 


а, 一 


Bp 
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ма + [V a] 


人 | 一 F 


a — [vda] 
令 р, =[V/ d], Q =d- [yd], 则 极 易 验证 (<2) 成 立 


仿 设 有 二 整数 Р,, Q, 存在 ， 使 得 п, aD, Р? = 


d (modQ,) W, Е $ 202) $2 定理 2 A 


以 上 式 代 入 即 得 

А — о, — Ма + (a, Q, - P,) (3) 

кп vd — (a, (Q, 一 Р,) jd — (а... Q, 一 P,) HQ, 

_ — 2 
令 Ра = a Q ~ p Q = 0 РУ 因为 Pi 二 
dtmodQ,), 故 
(a, Q, 一 P, )° - d = P; – 1 = О(тоаб),), 

因此 .ri 是 整数 .由 о, , P, , BJ У ВОЯ! 


Р% = a4(modQ,,, ) ' 


故 {2) 对 于 下 + 工 也 成 立 - 由 数学 归纳 法 ,定理 获 证 证 完 
定理 2 Жа 是 一 个 非 平 方 的 正 整 数 , Q. NERI 中 所 定义 

的 , 则 二 次 不 定 方 程 
х? -dy = (— 1)"Q, (4) 


HEMRA =,y, 并 且 (z,y)=1 
证 dE n PAE J h § 2(3) 式 及 定理 1 即 


得 
JT = b, Ра Р.А + P.) + p. 10, 
= че qd + P,) + q. Q, ` 
由 此 得 
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dq, +V d (q,P, + q, Qn) = Б.Р, + p, 19, + уар, 
Av d 是 无 理 数 , 故 得 
р. = ч.Р„ + q. 1Q, dg, = Р.Р, + b, 1, 
以 p, WE- AMEA qg 乘 第 二 式 即 得 
р, = dgh = (раа ~ Pr) Q, = (- 1)°Q, 
故 (4) 有 一 正 整 数 解 | 疡 | ,9g,, 且 由 渐 近 分 数 的 性 质 (| p,| ,9,)=1 
证 完 
推论 ж/а = [ауа ааста, 1. н 25, О, В 
Jë 1 ФЕ НУ, (ФОН Ж 97 £ + IE ЖТ Н О р, |, Gaine 
2], 120 
证 ”由 定理 2 知 (4)] 有 一 正 整数 解 , 即 | p,| ,g。 叉 由 假设 及 是 
理 1 知 


V d + P, ма + Рк 
GQ. T Quir , 


故 得 
Qura Va + P Q... = Q. d + Р..„Ө, 
Avd 是 无 理 数 , 故 Q. = Q.,，. 由 定理 2 及 217 即 得 


Pen – аф, = (1) Qua = (~ 1)"Q, 证 完 
定理 3 车 了 是 一 个 非 平 方 的 正 整数 , 则 不 定 方程 (Pell 方 
程 ) 
rz -dy = Í (5) 
ЖЕЛЕ. 


证 由 定理 2 的 推论 ,有 一 整数 中 存在 (只 须 取 Q = 
-DQna 之 s) 使 得 不 定 方程 
х? — dy = Q 
ЖЯ X23331" 1E 685 $k Ж, M| f ЗН 1Е ЖР ЕН Ж Е 
的 正 整 数 г,,узх,. у, 使 得 下 列 关 系 成 立 
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r, = ж„Стой | Q 1), у = y,(mod | Q |) (6) 
由 于 x? ~ dyi = О,х;— dy: Ө, 
Q? = (x, — Фу) (z; дуз) 
=(x Z Фуу) (жу жуу)" (7) 
由 (6) 式 即 得 
ziz — dy,y; = x` ~ dy? = 0(mod | Q |), 
Zy 一 Ty = жуу, — жу == Amod | Q 1}, 
КЖФ , ыд = у, х,у HERE 
数 旧 由 (7) 知 z,y 是 (S) 的 一 解 
显然 + 关 0, 否 则 一 dy =1, 这 与 40 对 盾 ; 并 且 y0, @ Bi 
жуу; 一 22У» 
ШЖ 2 RC y S (х,у) =1, Ж z ,|z;,z |z, {Н т, >0, 
2.20, z, = х,у = yy, 这 与 х,у, JE M FIS PC х,у 是 (5) 
的 一 组 正 整 数 解 证 完 
定理 4 F roy 是 (5) 的 一 组 正 整 数 解 ,月 >, + dy, 是 形 
$l z+ dy(z,y 是 (5) 的 正 整 数 解 ) 的 最 小 数 , 则 (5) 式 的 一 切 正 
整数 解 х,у тн FARGE: 
x +y dy = (xot ума)", п = 1;2,… (8) 
证 (1) 由 (8) 式 确定 的 х,у 显然 是 正 整 数 HE 
х? -dy =(z+vdy)(r -v dy) 
= (х0 +v dya)" (xo - V йу)" = (х7 _ dya)” = 1. 
故 由 (8) 式 确定 的 zx,y 是 (5) 的 正 整数 解 
(п) 假定 (5) 有 一 组 正 整 数 解 r, y BIEWERS ЖОЙ, 
r+ dyzZ (xz, +У dy” ”因此 有 一 整数 > 存在 使 得 不 等 式 
(ж, ty dya) < z + йу < (x, tv dy Y 


= z, Яу Уз 
©) 


成 立 故 
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1 < X + Үү < zo t dyos (9) 
— r+ dy — + d _ a r 1) 
其 中 X+ Y va Се, УЧУ” (= +'4у)(х, уо) Mit 
可 证 得 
X° -4Ұ? = | (10) 
由 (9),(10) 即 得 


1 1 
{< 一 一 < —— 
z t dy KX+Yyd 


H(9),( 11818 2X2>1.BD X>0 又 由 (9),(11) 即 得 
X- Yyd<1<X+Yd, 


= X- Yyd <1 (11) 


ЁК 2Y Vd > 0, Y >0, 

ПШ (10) Х,У 是 (5) 的 一 组 正 整 数 解 ,由 (9) 知 与 toyo Е 

Я), P JT. ШАКИ 证 完 
习 题 


l.zə, Yo 即 定理 4 中 所 定义 的 试 证 415) 式 的 一 切 整数 艇 zx,y 可 由 下 式 
确定 ， 
z+ ууй = + (xz0+ yv d)",n = Q, £ 1, + 2,: 
2 证 明 不 定 方程 
х*+(®ж+1}' = x° 
的 一 切 正 整数 解 可 以 写 成 公式 
х = 14а +/2” (1-2 a, 


ж = 1р + vl {1 2)", 


242 
其 中 x ЖЕНИ 


° 166 · 


第 八 章 ”代数 数 与 超越 数 


全 体 复数 可 以 分 成 两 类 , 即 民 数 数 与 超越 数 ,本 章 的 目的 就 在 
于 极 初步 地 讨论 这 两 种 数 我 们 将 要 指出 整数 有 一 些 性 质 可 以 推 
三 到 代数 数 上 去 ,同时 也 有 一 些 性 质 不 能 原封 不 动 地 推广 到 代数 
数 上 去 .其 中 最 伪 得 注意 的 就 是 算术 基本 定理 ,从 第 二 章 关于 
FET 的 介绍 知 ,这 是 重要 的 事件 指出 这 些 区 别 能 够 帮助 我 们 对 
整数 性 质 得 到 进一步 的 了 解 ,也 对 进一步 学 习 和 代数 数论 有 帮助 © 
于 超越 数 ,我 们 首先 指出 如 何 借助 代数 数 的 性 质 来 具体 找 出 一 些 
超越 数 ,然后 证 明 两 个 时 常用 到 的 常数 e( 自 然 对 数 的 底 ) 及 О 
周 率 ) 的 超越 性 从 而 解决 了 “化 圆 为 方 "的 尺 规 作 图 不 能 的 问题 


$1 二 次 代数 数 


ЖХ ЖЕЕ БАЙК 
хе жах l ++ + az +a, ,= 0, (1) 
刚 上 叫做 一 个 代数 数 者 方程 (1) 的 系数 都 是 整数 , 刚 епу 
代数 整数 车 £ 所 满足 的 最 低 次 的 代数 方程 的 次 数 是 , 则 J < 叫做 
п КАА ‚я MHE E 的 次 数 


Bb = Т, о (ТЗ) ТОО 
z +1=0,z2+z+1=0. 
故 ,o 都 是 二 次 代数 数 ,并 且 都 是 代数 整数 .又 o =<5 汪 1 满足 二 
次 不 可 约 代数 方 各 
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# о 是 一 个 二 次 代数 数 ,但 由 定理 1 知 不 是 代数 整数 

定理 1 每 一 代数 数 满足 一 个 首 项 系数 是 1 的 有 理 系数 不 可 
约 代数 方程 ,并 且 这 个 方程 是 惟一 的 ТКЖ ЕСЕ {Ж ЕС, Д 
上 述 方程 是 整 系数 的 

证 《0U 设 二 是 任 一 代数 数 , 它 所 满足 的 首 项 系数 是 1 的 有 理 
系数 代数 方程 中 ,一定 有 一 个 次 数 最 低 的 设 这 个 代数 方程 是 

flr) = 0,f(z=) = rs + аук" teeta, 

则 Рх) рар 因为 否则 /(х)= (с) (к) (к), 0) 9 
次 数 都 小 于 x, 且 不 是 常数 由 (2) = 0 即 得 у, (2) = 0, 
A E 一 0, 因 此 满足 一 较 低 次 代数 方程 ,而 与 六 zx) 的 定义 巴 盾 

E £ 还 满足 圾 一 首 项 系数 是 1 的 不 可 约 代 数 方 程 g{ x) =0， 
则 由 嘱 项 式 的 带 余 式 除 法 知 , 有 两 个 有 理 系 数 包 项 式 Alr), rir) 
使 得 g(x ) = f(z)h(z)+ (х), О) КИКИР F(z) 的 次 数 
再 由 202) = 了 (=0 知 rt8)=0, 由 f(z) 的 次 数 最 低 知 r(x)= 
0,M (х) = //(х)А(х) 但 g(x) 是 不 可 约 的 ,并 且 f(x), 
8( 工 ) 的 首 项 系数 都 基 1, 故 h(x)=1, 即 р(х) = gir) 

(и) 设 二 是 代数 整数 ,可 证 1) 中 的 F(z) 是 整 系 数 多 项 式 由 
定义 ,# 满足 一 整 系数 方程 

F(z)=0,F(z)= я + сх ++ c. 
由 于 f(6)=0,B f(x) 不 可 约 , 根 据 {1) 中 同样 的 理论 知 , 有 一 有 
理 系数 多项式 g(x ) 使 
F(z)= f(z)g(<x) 

将 Р(х) g(x) 表 成 如 下 形式 : 


Рх) = Ff (х) = (aŠ z'+a, z" ++a'), 
q(z)=q'(z)=- (47 z" + ar z" tgl), 


H#rhal.al. al ФИНЕ, ос, а з, 为 整数 且 互 
“ [68 ` 


Mla, 5) = (c. d)= 1l,m =i- n, H] h F Й (ш) Ж 
Р(х) (x) 也 是 系数 互 质 的 整 系 数 多 项 式 , 于 是 
bdF(z)=—=acf (х)д (=), 
R.Z: „4ч W Pj Ж Til zü [К] Ж # 69) ДУ ЖКА Ж Æ bd, ac ,所 以 
bd = ac, 从 而 
F(z)=f'(=)q'`(x), 
H f" tx) 的 首 项 系数 和 F(x) 的 一 样 都 是 1 H f(x} 与 f'(x)8ü5 


жм = 1 ,因而 f ( z) k 3968 ЖЖ Лл, 


(ш) 今 证 (0) 中 的 irja (VARAR. BETR, WE 
一 质数 p 能 整除 它 的 一 切 系数 ,特别 是 能 整除 асас ТЕЛЕЕ ИШ 
Жага; (r,s 可 以 是 0) 分 别 是 (х), а (xz) 的 第 一 个 不 被 p 
蓝 除 的 系数 , 即 ao ,… ,a? ga ,…, 9,1 都 能 被 p 整除 ,而 a`, 
q, 不 被 上 ЖЕ. НРУ (Е), а (x) 的 系数 互 质 ,所 以 这 样 的 >,s 
是 存在 的 于 是 у‘ (хс) (z) 的 属 开 式 中 zf atO р 
系数 

a;q; tapage t talag te 

不 能 被 p 整除 hE g (zx) 的 系数 互 质 证 完 

推论 有理数 是 代数 整数 的 充 要 条 件 是 这 个 有 理 数 是 整数 


Ж е 是 一 个 代数 数 , 则 £ 的 一 切 有 理 画 数 全 人 (f(z),g(z) 


都 是 < 的 有 理 系数 多 项 式 , 并 且 g(&) 考 0) 作 成 一 个 数 域 (E), 
вр &() 中 任何 两 数 的 和 , 差 与 积 仍然 在 (8) 中 ,车 除数 不 为 零 ， 
则 两 数 之 商 也 在 其 中 现在 我 们 给 出 下 面 的 

定义 ”如 果 一 个 教 域 的 每 一 个 数 都 是 代数 数 ,那么 这 个 数 域 
就 叫做 代数 数 域 

如 果 一 个 数 环 ( 即 一 个 数 的 集合 ,其 中 任何 两 数 的 和 , 差 与 积 
者 在 其 中 ) 中 的 每 一 个 数 都 是 代数 整数 ,那么 这 个 数 环 就 叫做 代数 
整数 环 
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定理 2 若 上 是 一 个 二 次 代数 数 , 则 RE) 是 一 个 代数 数 域 ; 
并 且 有 一 不 合 平 方 因数 的 非 堆 整数 m ERCE = kiv m), M 
RS) 是 由 一 切 形 如 
a + рут (2) 
的 数 作 成 的 ,其 中 a,b 是 任何 有 理 数 
ш G) 因为 蔚 是 一 个 二 次 代数 数 , 故 是 不 可 约 的 有 理 系 
数 二 次 方程 


rz tarta,=0 
的 根 .由 二 次 方程 解 的 公式 知道 e= 20а, +7) ,其 中 уа? 
4a, 是 有 理 数 ,但 不 是 有 理 数 的 平方 . 极 易 证 明 E= kY) 
因为 т АЖАН й у= р 二 Vrs ,rs 是 非 零 整数 再 由 
算术 基本 定理 可 使 опо, Дф m 是 不 会 平 方 因数 的 非 蔡 束 
数 ,t 关 0, 因 此 
Vg = тут 


Н-2350, 018 (6) = Вр) m) 

(w) É (е) Е-Е, ДН РАБ РЕ, 

fix) = (х т)а\х) + (br +a), (3) 
Ц х= тї А ИВ fF( m )= а + b /m ,# k (ë )rh tf a — # 
у, ИНС) (у) ELRO 
(М m) _ Ф + b, м m _ 2103 一 b Бут + азё, 一 ауду у 

him) a+ b; m а; 一 bym аз 一 b; m Es 
即 y 可 表 成 (2) 的 形式 反之 , 任 一 形状 是 (2) 的 数 在 (ww) 里 ， 
РАТЕ (е) н 


(ш) Bia) ЕСЕ) Е SCO EE (2) АЈА, (НЕ — а + 
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b vm 满足 方程 
х? -2arta — b°m = 0, (4) 
и СЕ) -- 证 完 
ЖХ 若 上 是 一 个 二 次 代数 数 ,由 АСЕ АА 由 定 
BE 2 立刻 可 以 看 出 要 研究 二 次 数 城 ,只 须 研 究 二 次 数 域 &{v m) 
定理 3 若 六 是 不 含 乎 方 因数 的 整数 , 则 (ym) 中 的 一 切 
代数 整数 可 以 表 成 
а + Be (5) 
的 形式 ,其 中 a 与 8 可 以 是 任何 整数 ,而 
i m E | (mod4); 


了 (Vm -1, 当 mm == 1(mod4) 


证 设 8 是 (Vm) 中 任 一 数 , 则 由 定理 2,8=a+5 wim, 其 
中 a 与 6 起 有 理 数 ,而 с 是 满足 方程 (4) 的 , 帮 £ 是 代数 整数 的 充 
分 与 必要 条 件 是 2a Ка -bm 都 是 整数 , 令 24a = A,a: 一 iim 二 
C, 则 (25) m = 2A? 一 4C 是 整数 N EL 5 是 有 理 数 , 故 25 是 有 理 


数 , 设 25= 二 ,s >0,(r,s)==1, 则 由 (258)?m 是 幕 数 即 得 5 | r m, 
ВН (52,52) = 1 即 得 s| m 因 办 二 不 售 平 方 因数 , 故 == 1, 8} 2Б = В 
是 一 整数 故 上 二 是 代数 整数 的 充分 与 必要 条 件 是 

£ = +(A + B /m), (6) 


其 中 A 与 也 是 整数 ,并 且 地 (4A?- В°т)= C 也 是 整数 


今 将 证 A 与 B 不 能 是 一 单一 双 车 不 然 , 则 A 是 单数 而 B 是 
双 数 ,或 B 是 单数 而 A 是 双 数 若 A 音 BB 双 , 则 A 二 1 (mod4)， 
В? т =0(поі4), В А? — B m ==1(mod4) ,而 44A? - Вю), 
这 与 C 是 整数 予 盾 若 A 双 B 单 , 则 A: 一 B m=- m (mod4) , В 
为 m 不 会 平方 因数 , 故 Ahm, TESNA- Вт), Ы С н 
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ЖРА, A.B НЩ ИН E Ps $k. sk [н] ЛАУ 下 面 我 们 分 两 
种 情况 来 讨论 

(1) 当 тэ©1(тпо44)Е],А 5 B 不 能 同时 是 单数 , 香 则 A’ 二 
1{mod4), BB: 三 1(mod4), 而 

А? — В? ==] — m (moda), 
{Н 41А? – B m AH 4] — 1 而 得 了 矛盾 故 A 与 B 同时 是 双 数 . 
由 t6) 知 ,& 是 代数 整数 的 充分 与 必要 条 忻 是 
Ё= п +h мт, 

其 中 а=, = Ванн 

(u) 25 m=i mod ft, Aie A ЕВ 同时 是 单数 或 同时 是 双 
数 ,总 有 

А?- Вт= А? – B2:==0(mod4) , 
ИП ЄС ЖЛЕ 故 由 (6),é& 是 代数 整数 的 充分 与 必要 条 件 是 
£=(A+B m), 
其 中 A 与 B 时 是 台数 或 同时 是 单数 此 时 
£ = 全 一 + ва, = +(V m = 1), 


Ша Раж 又 因 A,B 可 以 任意 取 ( 只 要 同 是 单数 或 同 是 双 
数 ), 故 (V7 元 ) 中 的 一 切 代 数 整 数 可 以 表 成 
a tbo,o = 2 (V m = 1) 
的 形式 ,其 中 a ,6 是 任意 整数 
出 (0 , (u) E F gk ie ЧЕ 5 
推论 RCV 7m) 中 的 一 切 代数 整数 作成 一 个 代数 整数 环 , 记 
作 R(V m) 


证 ЖЕ, АСМ m) 中 的 任 二 代数 整数 , 则 由 定理 3, 
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£=a + Бош, р = аз + буш 
显然 £ + np 仍然 是 有 Cv mmx) 中 的 代数 整数 ,出 
| 当 m = l(modd4):; 


= 1_ a, 4 т = 1(mod4), 


即 得 
(a,a, + bibam) + (а,б, + a,b,)e , M т = l(mod4), 


ёз} = (аза, + а 6.8) Carba + а,б ~ бё), 


当 уж = 1(mod4) 
Ж £ 仍然 是 (vy sm) 中 的 代数 整数 证 完 
В 天 (内 的 代数 整数 是 a + р, ВР о, р 是 整数 ,k(v 一 5) 
内 的 代数 整数 是 a + 5 Vv 5, Ефта, о 是 整数 .Cv 一 3) 中 的 代 


数 整数 是 a Ea 23-1), rh a,b 是 整数 


82 二 次 代数 整数 的 分 解 


本 节 将 要 引 人 民 数 整 数 的 整除 及 质 代 数 整数 的 概念 应 用 这 
些 概念 将 要 证 明 : 及 (w wm) 中 的 每 一 数 可 以 分 解 成 RC т) Л 
代数 整数 的 乘积 进一步 还 要 指出 这 种 分 解 末 必 是 惟一 的 

ЖУ HRE- REER, ER, BERM, p ERP 
Ж), p0. A- YE R 使 得 

a = Ву 

RL 我 们 就 说 8 Ва, R a 被 8 整除 ,8 UH | 的 在 R 中 的 
因数 

# ee R.B e 整除 1, 则 叫做 RR 的 一 个 么 数 

#o ce R pe R,B. а= є8,ғ ÆR 的 么 数 , 则 а, ЩН РЕ 

例 1 在 RIv-5) 中 ,1+w 一 5 整除 6;+1 是 它 的 么 数 在 
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КОЗ) фон З 7:1, (3+1) RVT) 
的 么 数 ,而 和 2 + <—3ЖЕ 2-3, 5 0-1 + 


3073), +50035) 

ГЕ РАЛА, RIE K РУ] Б] ЖП А: š C 
kis m), Ш £= а + рут, ВАТЕ [аг b m 10 e ñ5 06 @ m 
记 作 N(£) 由 直接 计算 即 得 

Мр) = М2) Мз) (1) 

若 上 是 代数 整数 , 则 NIE) 是 一 非 负 整 数 ,因为 车 m = 

1(mod4), А) £g=a +b /m 1 NCE) =la - b2m | ҖИ. m 


= 1 (шом), H £ = (2-2) + > Мт, N (£) = 


а-а e (ZTT н невина моо = 0, 只 
# &=0 

定理 1 。 РО) АВОН ЊЕ NE=] 

证 eR т), Д se = 1, 故 由 (1) 得 

N(e)N(e =NI )=1 

E NR N(e ) 都 是 正 整 数 ,因此 М(є)=1. 

Б.ж М(є)=1,Ж e= a+ b ут, C = + (а – b. m) 
可 使 

ee = tfa- Бт) = |а - bl | =1 
又 e 满足 方程 
ж? —-2(+а)х+ (а? ~ bm)=0 

由 于 е 是 代数 整数 , 故 2a,e: -b m 是 整数 ,因而 с 是 代数 整数 ， 
ЖЕ ERO ж) 2% 证 完 
由 定理 1 即 得 
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推论 Ea BERO m) 中 的 任 音 两 数 ,日 N(a) 关 N(B)， 
Ж ,8 不 相伴 

定义 È RR 是 一 代数 整数 环 ,a 是 RR 的 任 一 不 是 么 数 的 数 
Жак 的 么 数 及 其 相伴 数 外 不 再 被 R 中 的 其 他 任何 数 整 除 , 则 
а ШИР 的 质 代数 整数 ,否则 a 就 叫做 只 的 合 代 数 整 数 

例 2 2 是 RC ~5) 中 的 质 代数 整数 ,而 41 是 R -5) 中 
的 会 代数 整数 

(1) 因为 41= (6+4=5) (6-4-5), П N(6+ у —5) = 
NI6-Y 一 3)=41, 故 41388 6+ y 一 5 整除 ,并 和 且 6+V 一 5 不 是 么 
数 又 不 与 41 相伴 

(u) 假定 2= (a, tb, V —5)(a, t b; / —5), ЖН а, + 
b SR а, +6, у -5 部 是 代数 整数 , 则 由 $1 定理 3,a,,a,， 
b,,5; 都 是 整数 ,由 (1) 即 得 

4=N(2)=N(a, +b, —5)N(a,+ b; V — 5) 
=(al+551)(al+ 5652) 

显然 ai + 561 尖 2, 故 ai+56=4 或 1 车 a+S6=4, 则 a + 
b, -5= +2 而 与 2 相伴 ,车 at+5bi= 1, a, + b, V C 5 Z 
Ж. 2 只 能 被 么 数 及 其 相伴 数 整 除 , 由 定义 即 知 2 E R(v 5) 
中 的 质 伐 数 整 数 

定理 2 #а&Е(/ z) 中 任 一 不 是 么 数 的 数 ,并 且 a0, 
а 一 定 能 分 解 成 RCV m) ЖОЕ ДЕН. 

证 Фа 是 质 代 数 整 数 , 则 定理 成 立 + a 是 合 代 数 整 数 , 则 
其 中 ai,as 都 不 是 么 数 , 则 由 (1) 及 定理 1 
М№(а) = N(a,)N(a,),1< N(a,)< N(a),1< N(a,) < N(a), 
并 且 Nla), № (а, Зр, | = a m, 未 不 是 质 代 数 整 数 , 则 
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可 和 仿 上 法 去 做 ,由 于 每 经 过 一次 分 解 ,因数 的 范 数 必 然 变 小 ,而 代 
数 整数 的 范 数 都 是 正 整 数 , 故 最 后 一 定 达 到 所 得 出 的 代数 因数 都 
是 质 代 数 整 数 ,因此 定理 获 证 证 完 

既然 ЕС 和 ia) 中 每 一 数 ( 么 数 玉 等 除外 ) 都 能 表 成 质 代 数 整 
数 的 乘积 ,那么 我 们 进一步 要 问 :每 一 代数 整数 表 成 质 代 数 整 数 的 
乘积 的 方法 是 林 是 惟一 的 呢 ? 要 回 符 这 个 问题 ,我 们 先 解释 一 下 
“ 表 法 惟一 ”的 意义 所 谓 表 法 惟一 的 意义 就 是 ;车 有 两 种 方法 把 一 
代数 整数 玫 成 质 代 数 整 数 的 乘积 , 则 这 两 个 乘积 中 ,代数 因数 的 个 
数 是 相同 的 ,而 两 个 乘积 中 的 质 代 数 因数 是 一 对 一 地 相伴 也 就 是 
说 ,把 互相 相伴 的 谢 代 数 整 数 看 成 是 相同 的 ,但 是 苑 令 这 样 去 解释 
“ 表 法 惟一 ” ,上面 所 提问 题 的 回 管 仍然 是 否定 的 我 们 看 

Мз ÆR -5) 中 ,6 可 以 由 两 种 不 同 的 方法 宸 成 质 代数 
W Xk BS ЗЕН 

证 显然 

б= 2:3 = (1+4 5)(1- ү 5) (2) 

(O 由 例 2 知 ,2 是 RG- SBS R 45 3 56 3 ЕНА А] 2 同样 的 
方法 可 以 证 明 3 也 是 RO -5) 的 质 代 数 整 数 . 今 将 证 1 圭一 5 
ERO -5) 的 质 代 数 整 数 

假定 

1+w S = (а; +b V —5)(a, + b, у —5), 
则 由 (1) 即 得 
б= (21+ 551) (ai+56) 
因为 — 551 (1под4), H H 91 定理 3,a;, b, , a), b, 都 是 整数 ,因此 
аз +5Ь1 只 能 是 1,2,3,6, 显 然 а + 562552,3, ау + 59 = 1 В 
6 ##art5b = 1,BMJH IEEE 1,а, + b, V 一 5 是 ВОМ 一 5) 的 一 个 
А.а +, у —55 14y —54H4E; E a? 6502-6, 1 a? + 
5B3=1, 因 此 a, + b, у 一 5 是 么 数 ,而 atb, V -5 与 1+ = 548 
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Ë 故 1+w-5 只 能 被 么 数 及 其 相伴 数 整除 , 即 1 + ¿ C 5 E 
R(v 一 5) 的 质 民 数 整 数 同 法 可 证 1- 一 5 是 R -5) 的 质 代 
数 整数 

(п) 因为 N(2)=4,N(3)= 9, NII+w-5)=6, 故 由 定理 1 
推论 (2) 的 两 种 表示 法 中 上 质数 不 能 一 对 一 地 相伴 

ЕН (i), (u) PBB Т 6k HE г 证 完 

例 3 告诉 我 们 在 Rtv -5) 中 ,不 是 每 一 数 都 能 惟一 地 (相伴 
的 压 代 数 整 数 看 成 是 相同 的 ) 表 成 质 代 数 整 数 的 乘积 ,但 是 有 的 
Ri m ) 却 具有 这 种 性 质 ,我 们 下 面 将 要 讨论 它 首先 由 第 一 章 我 
们 知道 ,由 于 在 整数 里 带 余 式 除 法 成 立 , 因 此 每 一 整数 能 惟一 地 表 
Ж ЛЯ ЖКН) ҖЕН 因此 我 们 给 出 下 面 的 

EX RHF ROV m) 里 任意 两 个 数 a, p0) KH, E 
К(у tm ) 里 有 两 数 y,6 存在 ,并 且 满 足 条 件 

а= YB+6,N(6)<N(A), 

则 RCY m ) 叫 做 有 轻 转 相 除 法 的 二 次 代数 整数 环 

由 这 个 定义 可 以 看 出 ,车 R (V m ) Et Ж АНЕ ВЕ А, Д 
EARR НОГЕ ,证 明 有 关 整 数 的 性 质 , 最 后 得 到 与 算术 基本 
定理 相当 前 定理 , 即 RO mz ) 中 每 一 个 不 是 么 数 取 不 等 于 学 的 数 
都 能 够 惟一 地 (相伴 的 质 代数 整数 看 成 是 相同 的 ) 表 成 质 代 数 整 数 
的 乘积 下 面 我 们 看 一 个 例子 . 

定理 3 R(V -1) 是 有 驾 转 相 除 法 的 二 次 代数 整数 环 . 

证 设 =,8 是 RIw-1) 中 任意 两 数 ,县 65-0 5—15 
1(mod4) , 故 о= а, tan,8= b + baly 1), B 62 + b0 $ 


y = > M 


y = aib + 4,0; айу 一 ah, р + А 
= —— + ——— = ¿£ Col, 
bi + b; бу + b; | t 
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Hp enit Ob o ааа рын тау 故 存在 两 个 整数 


br 十 b; bi + b; 
Cl & Ča W Æ FARI 
а а 1, е = со 194 (3) 


Ф у= с + си, ё = а – УВ, (1), (DAAA ŠS 1 ЕШ) TE IS 
a= yf +ë, SERV- 1), 
N(8)= N(B(Y — y))=N(A)N(Z — y) 
=N(Byi(cI-— с) + (c;- с) 


SFN(B)<N(B) (Ë pZ0). 


故 定理 获 证 证 完 

定理 4 Жо ER(O(V - 划 中 任 一 不 等 于 零 旦 不 是 么 数 的 数 ， 
Лу а 能 惟一 地 (相伴 的 臣 数 着 成 相同 )? 玫 成 R ~ 1) 中 的 质 氏 数 
整数 的 乘积 (证 明 留 给 读者 ) 

我 们 不 难 证 明 : 在 如 和 0 的 二 次 代数 整数 环 R (. mip, t 
A 5 TR d 93538 ВЕ, В н = -1,-2, -3, -7, -11 时 ， 
Riv m) НОНЕ ЗЕ А, ЕНА, R( m). m < 0, # 2 E: 
ВВВ КЫ 

348 h tH — TJ ҢҢ 38 $ç 8 ЕЕЕ ЗИ СЗ ЖЕ (Вр 
R(V т), т >0) 就 是 一 个 更 困难 的 问题 但 当 m=2 或 3(mod4) 
时 ,还 能 比较 容易 地 证 明 , 只 有 有 限 个 实 二 次 代数 整数 环 有 轻 转 相 
除法 因此 当 mw 志 1(mod4) 时 ,有 和 轧 转 相 除 法 的 实 二 次 代数 整数 环 
是 否 只 有 有 限 个 就 是 一 个 核心 问题 ,这 个 向 题 在 1938 年 由 我 国 数 
学 家 柯 召 与 两 位 外国 数学 家 爱 多 土 (FErdos) ,海尔 伯 妆 (Helbron ) 
予以 肯定 的 回答 ,我 国 数学 家 华罗庚 与 阅 肌 上 鹤 先 后 定 出 т 的 上 
限 但 到 1948 年 这 个 问题 就 被 卡特 兰 {Chatland ) 与 德 汶 普 特 
( Пачепрогі) m = #9 Г 缚 论 如 下 :在 一 切实 二 次 代数 整数 环 
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RLY т), РОН ВКА А 16 个 , 即 
m=2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73 


习 题 


1 证 明 (DRiv -DER AITA, ODRI - 338 TAR, Gn) 
У т52—-1,-3,.8 m< Ü 81,0] REV mn ) 的 么 数 只 有 +1 
2 EH 可 以 用 两 种 不 周 的 方法 把 56 表 成 СТО) ДОЛЕ ЕЕ AA 


жен 
3 仿照 第 一 章 的 方法 ,证 肯定 理 4 


`4 EN £ m 是 大 于 1 的 无 平方 因数 的 整数 , 则 R (V =) ЖЗ] # + 
AA 


$3 x 次 代数 数 与 超越 数 


在 这 一 节 里 我 们 要 证 明 实 > 次 代数 数 的 一 个 性 质 ,再 由 这 个 
人 性质 说 明 一 个 实际 造 超越 数 的 方法 
定理 1 若是 一 实 n 次 代数 数 , 则 只 能 找到 有 限 个 有 理 数 


了 满足 
q 


le- 2 |< rg > 0 (1) 
证 因为 上 是 一 个 实 * 次 代数 数 , 故 二 满足 一 个 ”次 整 系数 
不 可 级 方程 
Fx)=a0r +a l+. +a,=0 
É 6... 8. R f(z)=0 的 其 他 的 根 ,并 令 mn(|& -el e, 
tE (C 61,1) = р, p>0 


(О 着 有 理 数 万 ,9 >0, 满 足 (1), 且 
P 
2-4 
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1 . 
Ш g чур ра 


(u) Ж б< 2- |<, >o 0 г(2 j 关 9, 因此 


= 


е) аата 
| g q 


g 
又 由 中 值 公式 
2) /[2)- = (Z ео), 
ЖР z Er E£ ZJ, B Р (2)90 设 
M = „ах... I fix) 1, 
则 由 (2),(3) 两 式 即 得 


|2 e|- Ыр)! > 
9 | f (=) | = Ме" 


РАСТ) M <M. а AR 


(2) 


(3) 


BO) (u) BDI 9 充分 大 时 ,有理数 志 不 能 满足 (1) 显然 对 


一 固定 的 ,只 有 有 限 个 p 使 得 有 理 数 全 满足 (1) , 故 只 有 有 限 个 


жа 2,а>0, ата (1) 


证 完 


定理 1 提供 了 一 个 实际 造 超越 数 的 方法 ,所 谓 超 越 数 的 意义 


如 下 : 


ЖХ Жа 是 一 个 不 是 代数 数 的 复数 , 则 o 叫做 一 个 超 


越 数 


如 果 我 们 找 出 一 个 实数 a ,对 于 每 一 个 n 都 有 无 限 儿 个 有 理 
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数 满足 (1) 式 ,那么 由 定理 1,a 不 是 任何 次 代数 数 , 故 a 是 超越 
数 要 对 每 一 个 n 都 有 无 限 个 有 理 数 满足 (1) 式 ,只 要 找 出 一 个 实 
数 能 用 一 个 有 理 数 列 很 快 邮 趋 近 它 ,那么 这 个 实数 便 是 超越 数 我 
们 看 一 个 例 


例 ¿= У) ;是 一 个 超越 数 
证 Ф Y l = 如 EN, n>N, 
10 Gn 
_ 1 1 2 _ 2 1 
ga _ 2 10" < 107977 = PASP 

故 由 定理 1 知 ,& 不 是 N 次 代数 数 , 因 而 & 是 一 个 超越 数 

注 : 定 理 1 通常 称 为 刘 维 尔 (J Liouville) 定 建 , 它 说 明代 数 数 
不 能 被 有 理 数 很 好 地 有 磐 近 这 个 定理 于 1908 年 由 图 埃 (A Thue) 
改进 为 :着 КФ ял =3 的 代数 数 , 则 不 等 式 


_ Ё| 1 
С q |< g 
当 v>(nf12)+1 时 ,只 能 被 有 限 个 有 理 数 pig (p,q 互 质 ) 满 足 


1921 Ф (С L. Siegel) 证 明 :; 上 述 定理 当 y>2Yyn 时 正确 . 
1955 年 罗 思 (KK F Roth) 证 明了 最 好 可 能 的 结果 :对 于 任何 y=2 
+ 人 ,人 0, 上 述 定 理 成 立 

AIDER RRA 0 Thue-Siegel-Roth 定理 


5] 题 


1. Е = У) 二 ,其 中 a 是 大 于 1 的 整数 ,是 一 个 超越 数 


п = 0 


2. ШЕН ë=[1,10,10?”,.. ,10”,.. ] 是 一 个 超越 数 


54 ee 的 超越 性 


在 前 面 我 们 具体 地 找 出 了 超越 数 ,现在 将 要 证 明 数 e( 自 然 对 
" 181 ， 


RERA r( 贺 周 率 ) 是 超越 数 在 此 以 前 我 们 先 证 明 e 及 x 是 无 


理 数 
定理 1 ee 是 无 理 数 
证 ”上册 数学 分 析 知 ， 
— 1 1 ` L: rr — l 1 т Ф 1 
е=1+ трее ур ta 
1 1 1 
бүтү Кр [кузу t ` | 
故 nles i +R, (1) 
ЯФ =) (треда) авт 
1 1 
в, = plt п + 2 п + 3) f | 
当 , 2 时 
1 1 1 _ e 
0 < №, < I| t rt r+ БЕ 


(В е<3) # е RAER е= т, n> b 时 ,(1) 式 左 端 是 


整数 ,而 右 端 不 是 整数 ,这 是 一 个 矛盾 , 故 e EARN 证 完 
在 证 明 x 是 无 理 数 之 前 ,我 们 先 证 明 


引 理 车 a 是 一 正常 数 , 则 当 л зы ЖЗ ЖЕТ, EEFE 


证 当 ç >24 ft, 
e al а а а _ а түз: 
121727701 a] < м2) | 
=2.0.. 2 ы 
其 中 M= + 5 ат ТЕ Е e>0,5 ШЦ n 充分 
1 n [а] 一 上 
a' 
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故 引 理 获 证 证 完 
定理 2 rr 是 无 理 数 
证 (i) 设 fir) Rf 2л 次 密 项 式 , 我 们 先 证 明 


Тез хах = [F (xz)sm z — Е(х)соѕ х, (2) 


其 中 

F(z) = }\х)- fOr) + f (z) +. + (— 19090 >) 
НЕННЕ Я, РЕ ЖИА — IK K — K BJ PE Ё Н ФЕЙ PR SZ 
e(r) 来 说 ， 


[Саат хах = [g (x)sin x 一 ф(х) сов PAN 
= | Cx)am хах (3) 
[Сеа хіт = [I£ (z) - f? (+) + f (>) + +: 


+ (= LEPP a) + (ТО (с) еп z 
-= Р) Pae) + f) (z) + = 


十 【一 1 (с) cos х] + (— DP Сыа халх 


H flr) En КЕК, S a) = jz)=0, 由 上 式 即 
得 (2) 
在 (2) 中 令 ? = к 8119 


Седен хах = Е(к) + F(0) (4) 
(и) 假定 是 有 理 数 , 设 x = г HERE ЩА f(x) 以 后 
(4) 式 不 可 能 成 立 ,我 们 取 
f(z) = su br)” (5) 
其 中 是 满足 条 件 аср (6) 
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的 正 整数 (由 引 理 知 , 这 种 x 是 存在 的 ) , 则 f(x) 有 下 列 性 质 : 
(a) х), (к), , f (Xx) 当 工 = 0,7 ВӘТ 0; 
(b) (ш). a), (С) 都 是 整 系数 多 项 式 , 且 当 
а = 0,5- 时 是 整数 


要 证 (a) ,首先 我 们 由 (5) 可 以 看 出 f(x) 的 每 一 项 的 次 数 > 
n AEO) G = 0,1,: sn- 1) 都 是 没有 常数 项 的 多 项 式 , 故 


RA: 
тї, у (2)=0 
要 证 (b) ,可 以 看 hntr AEA, k< n + v Ы, SE 3⁄4 EL 
0,34 b ZZ n +, ье 0 FP , ФЕ 
kik- 1) (h — (n + y) T De”, 


它 的 系数 是 (n+ vy)! 的 人 入 数 , 因 而 是 nn! 的 倍数 , 故 O aG Z n) 
是 整 系 数 多 项 式 , 由 此 即 知 f700) 是 整数 , X lar) = 


АЕ 一 = |,ж "(у |жж 
由 (a) ,(b) 立刻 知道 下 | 2. }+ F(0) 是 整数 . 另 一 方面 , 当 0 < 
х < > = л, 


0 < f(+)smn zr < та (7) 


故 由 (4), Fin) + F(0) 是正 整 数 , 即 F(z) + F(0) > 1. 但 由 (7)， 
(6) 
(Сә хіх < та" 
这 与 (4) AFTA, n ВЕ ДЗ Ж 证 完 
现在 我 们 证 明 


` 184 : 


< 1, 


定理 3 。 是 超越 数 
证 (1) 当 (x) 是 任 一 xn 次 多项式 时 ,我 们 可 以 用 分 部 积分 


法 证 明 
F(b) = èF(0) — ef усе dr, (8) 
其 中 Fix) = ба) + f (z) + + + ft? (>) (9) 


这 是 因为 由 分 部 积分 法 ,对 任 一 有 连续 导数 的 范 数 g(x) 来 
1, 


| ele "dz = — [pleje] | р {rje “ах (10) 


HEMA р(х) 应 用 (10) A n + 1 次 即 得 
[Сает =—[1f(z)+ fF (ж) ++ + 


(х) е7") + Са az 
H T 705) Ж n Kayak пр f" (x) = 0, 因 而 
[Раде чаа =~ [е Е(х)]2 =— еЕ(Ь) + F(0), 


(8) 式 获 证 
(п) 假定 e 是 代数 数 , 则 。 满 足 某 一 个 整 系数 代数 方程 : 
Сы" + C par” +++ С = 0, 


其 中 C, = 0 由 (8) 即 得 
2, GFC) = FOS Ge — D Gef Feeda 


= 一 > aef f(z)e "dz (11) 
£= 0 n 
因此 我 们 只 要 证 明 在 适当 地 选 拌 f(x) 之 后 , (11) 式 不 成 立 就 
Т 
(10) 令 
“ 1855 `: 


fæ) = ура" (z Diela = m) 

其 中 pp 是 大 于 mx KC, 的 质数 , 则 F(x) 具有 下 述 性 质 : 

(а) (х), (у, Р (z) т = 1,2,…,m 时 都 等 于 
з; 

(b) РР) (Е), РОР (=) 各 多 项 式 的 系数 都 
是 整数 ,并 且 可 以 被 思 整除 

В Fix- А) fir), А = 1,2,6, т, (Е), f(x) 
都 被 x 一 整除 ,因而 FO z) ТЕЛЕ (а) HIE, ИЖ x° 的 p+ 
„ 次 导数 3 k < p+ vy 时 ,导数 是 零 ; 当 请 + yly ZZ 0) 时, 导 
数 是 

ЕА — 1): (Ë — (p + u) + 1), 

其 系数 是 (pp + v)1 的 倍数 ,因而 是 (pp ~ 1)1 的 倍数 及 р 的 倍数 

№ (а) Ж(Ь) 可 知 

Е(1),Е2),-:-,Е(т) 

都 是 整数 ,并且 是 р HRA, MES F0), RAA 

F(0) = (0) + fÉ (0) + = + FPO) YO) + 

FPO) +e + Fm DIO, 
ШЕН p-1 项 是 0( 因 为 r) 的 各 项 次 数 都 不 做 于 pp – 
1), A p+ ARARE p 的 信和 数 ， 而 у” (0) 是 
U- Dm 的 第 ， _ у» 
(оз. b — 1% Sp $k , Вр 
FOPO) = ((— 1)“m 1)” 

故 КОО) = ((— i)m!) (mod), АШ] 


2 GFC) = CF (0) = ((- 1) % 1)*С,(тойр) 
E p> m,p > Cot р 是 质数 ,因此 p} (- 1)”miC,, 
27 CF(E) Æ 0(modp) (12) 
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下 面 要 证 明 当 р 充分 太 时 ， 
|- Усе flr)e а |< 1 (13) 
Hr МОЯ] m В, (ж) 的 每 一 因数 一 上 ,hh = 0,1, +,» 的 
绝对 值 都 不 超过 > ,因此 


барр 1 
РО z = уу 


уру 1 
DEES Ср DI” 
A H ERIE BS: 0 = £ =< т В, 
| res "dz | 


Lmtl}p-1 rk tmtl}p—t 


* 2 hei -E are 
<f уб) le dz Stp Tr, ° dz < туї 
$ M=! C. I+] CI+ +I C, 1, M 


т Å =” k 
PEYI f(z=)e "dz |= > c, | ўе da | 
kmi 0 =й 中 
m m'ei mm tel 
m — NI m 
< {2/1 C. 1)e (h1)! I е Cp— 11 
{m+l}g-1 


由 引 再 知 , 当 p оо 时 , Me” 人 一 TyT ETE 故 当 p 充分 大 
时 ,(13) 式 成 立 ,由 (12),(13) 即 知 (11) ARRE Ж е ERRES 
证 完 

"85 Xx 的 超越 性 


r 的 超越 性 的 证 明 与 e 的 超越 性 的 证 明 根 为 相似 ,不 过 更 加 复 
RWE 在 证 明 x 是 超越 数 之 前 ,我 们 先 证 明 
SE PE 8303 O = 


ах" tat” + + a, = 0, => Z l,a >= 0 (1) 
的 根 是 шок» CU > or) 而 Ajaa T a n 代表 
tl 十 CI3 > „© 1 
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t, + w, + O + шы (2) 


中 所 有 不 等 于 零 的 数 , 则 аа, ‚ас, аа, 的 每 一 整 系数 对 称 多 项 


式 是 整数 
证 (2) 中 共有 
#ht і і 
БАБИНЕ 
і 2 m 
个 数 , 今 以 
Eria TT y Aay Epaia a ET a (3) 
RORE I, Д] на] ар — "'* — бл" , = 0 Dr {Об аеу.аа», , aa,) 


Ж aaj aan h па, 的 任 一 整 系数 对 称 多 项 式 , 则 由 对 称 驳 项 式 的 
基本 定理 知 , (аа, , аа,‘ ,aa,) 能 表 成 aa, ао," ,aa, 的 初等 
对 称 多 项 式 的 整 系数 多 项 式 , 而 aa, an, aa, Йй ЖЛЕ] ЖК Л 
ARP aai, aag, tU aaas aaa t ааз" ВЛЕЕ К 2012, A m 
是 aw, Awr ao, 的 对 称 多 项 式 故 Flfaaieaaz ,daas) 能 表 成 


у = У\аю,,а; = У (аш,}(ав,) l, z, = (аю, } (аа, ) (Caw, ) 
'=1 =; 


PJ ЖУ Дз (Нс, =- a = aaran = (- 1) а" la, 都 
EEH, laasaga) 是 整数 证 完 
定理 rr 是 超越 数 
证 (u 狼 定 r 是 代数 数 , 则 存在 上 列 形式 的 等 式 
аук" + dyn” `l + + d, = 0,4, = 0 
其 中 do,d,,…,d。 是 整数 ,因此 
上 — d lin)” * + 1 + 
[d GO)" T абат)" “+ +} = 0, 
BJ (d.Gm)” — di Gm)” в) + 
(al — dG)” в) = 0, 
ЯГ ВП ix 是 一 代数 数 { 因 为 di >= 0), a W Е Sr tak E 
ar” ж а r" +o +a, = 0,а > 0, 
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HRX о, = m,ont, 由 于 1+e = 1 +е" = 0, 4 
(Í + ет) (1 + е2) -.(1 + e"”= ) = Ü 
ЖЕЕ ЕПН. 


C + Уез = 0, С> 0, (4) 


其 中 аџ,а,, ,as УГАТ АПЕК, C — I 即 为 (2) 中 等 
于 零 的 数 的 个 数 

(п) W СЕ) EE KERR, H Ре (с) 在 整个 复数 
平面 上 解析 ,者 上 节 中 的 (8)] 式 对 af = 1,2, n) 仍然 成 立 , 即 


Е(а,) = е%Е(0) 一 es |" feeda, 


其 中 Fir) = f(z=)+ f(z)+-- + ft? (z), 
积分 路 线 可 取 0 到 а, 的 直线 ,由 (4) 即 得 


CF(0) + F(e,) + + F(a,) 二- У) е Aaye аа, (5) 
=l 


现在 只 要 证 明 在 适当 选择 р(х) 之 后 ,(5) ЖЖ Т 
- бш) 4 


f(z) = Гу-гту\а®)” (ar —aa)(az — ава} (az – аа,)\?, 


其 中 p> max(a , C, | "e ast a, 1), ВЭ (р 1) 1705) Æ 
ах 的 整 系数 多 项 式 , 同上 节 定 理 3 的 证 明 一 样 , f(z) 具有 下 述 
РЕЖ: 

(а) Рх), f lr} e, P a) Щз = ea ,о, 时 都 等 
TẸ; 

(b) F(x) 都 是 az 的 整 条 数 多 
项 式 , 并 且 这 些 系 数 都 被 p 整除 

EH (a) BB48 

F(a,) = (а) + Pla) + + + PEDD a) 


H (b), Fle) 可 以 写成 aas 的 整 系数 多 项 式 , 并 且 系 数 都 是 p 的 信 
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Ж,Б 


np 1 
Fla) = р > blan У 
t 一 个 


Fla) + Fla) + + F(a,) = р УЬ, (У (Cam)’) 


由 引 理 知 21 (ao) (# = 0,1,… np -1) 都 是 整数 и У Fla) 
是 整数 , 且 
Ука) = 0(modp) 

仿照 上 节 定 理 3 的 证 明 也 可 以 得 到 下 (0) = (– 1) "а? C aa 
aapt да, ) (moda) 故 

CF(0) + Fla) + = + File) 

= Ca” ` ((— l)'ae) - aay ae.) (modp), 
{Н р > тах(а, С, | аа, * аа ас, 1), 因 此 ,(p,a) = (р, С) = 
(p aa" aaraa) = 1,р\ Са? l((-— 1) аа, + aas аа,)?, 88 
СЕ(0) + Fila) + + Е(а,) = О(тойр) (6) 

另 一 方面 , 设 M = тах(1 а, і. laly, Га, D 4 | z | < 

M 时 ， 


| a lr M? 2м)" 
| f. z) 1 киез ШЕЕ; 


! e |е! = ем 


ар {+ ре 1 блтіу д 
27a" AT M 


ч |же, таа | КЕ у e" 
因 积 分 路 线 的 长 是 | a 1 M 由 此 得 
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п а, ы ЕА 
Уе fre СЕ ЛЫ ТАЛЫ не? TE 1)! 
由 上 节 引 理 知 , 当 p — оо Е}, ЕЛ Р, ВЧ p 充分 大 时 
| Se |" flr)e rar | < 1 (7) 
k-i 0 
由 (6) 及 (7) 即 知 (5) 不 成 立 , 故 天 是 超越 数 证 完 


利用 x 的 超越 性 ,我 们 可 以 证 明 所 请 儿 条 三 大 问题 之 一 即 “化 
图 为 方 ” 不 可 能 ,确切 地 说 ,就 是 对 任意 给 定 的 图 ,不 可 能 用 莒 规 
直 尺 作出 一 个 正方 形 ,使 得 这 个 正方 形 的 面积 恰好 等 于 给 定 圆 的 
面积 .其 实 我 们 可 到 一 个 半 和 不是 1 的 圆 ,那么 这 个 图 的 面积 是 x 我 
们 只 要 证 明 不 能 用 圆规 直 尺 作出 一 个 线段 ,使 它 的 长 x 满足 条 件 

х* = п, Bl >= = /x 

RET 由 初等 几何 我 们 知道 一 个 线段 能 用 圆规 直 愉 作出 的 充分 
与 必要 条 件 是 这 个 线段 的 长 能 够 用 给 定 的 线段 的 长 实行 加 , 减 ， 
R RREK) 开平 方 五 种 运算 得 出 现在 我 们 给 定 的 线段 只 有 
图 的 半径 , 它 的 长 是 1 但 用 1 实行 加 , 减 , 恬 , 除 及 ( 正 数 ) 开平 方 


五 种 运算 只 能 得 出 代数 数 ,不 能 得 出 超越 数 Y/x 来 (因为 由 x 是 超越 


数 ,很 容易 证 明 vr 是 超越 数 ) 故我 们 提出 的 问题 已 经 解决 了 

在 1900 年 希 尔 伯 特 提出 下 面 的 问题 : 当 6 是 代数 数 而 不 是 有 
理 数 ,a 是 代数 数 调 不 等 于 0 与 1 时 ,a* 是 否 一 定 是 超越 数 希 尔 伯 
特 当 时 认为 这 个 问题 比 费 尔 马 问题 还 要 困难 但 在 1934 年 盖 立 方 
(Гельфонд) 与 史 耐 得 (Schneider) 互相 独立 地 证 明了 a” 的 超越 性 
由 此 可 以 推出 e” 是 超越 数 ( 因 为 e” = (— 1) ') 

根据 现代 的 知识 ,除了 上 述 结 果 以 外 ,我 们 可 以 证 明 


log 3 
` log 2” 


an 1„Їор 2 


是 超越 数 ,但 是 还 不 知道 or,r' ЖЕКИ y| = im[1 + 7 
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ТЕ прата а 我 们 对 于 超越 数 的 知识 
还 是 很 贫乏 的 ,我 们 甚至 不 知道 y 是 不 是 无 理 数 
J ж 
1 EH sn 1 是 元 理 数 
`2 6) EM E EARR, 


(а) EAR AE [265 是 超越 数 
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лж ”数论 函数 与 质数 分 布 


在 前 儿童 里 ,我 们 曾经 个 别提 出 了 着 干 在 数论 里 常用 的 函数 
如 欧 拉 卫 数 , 勒 让 得 符号 , 雅 可 比 符号 ,特征 函数 ,[z],1x| 这 些 
藤 数 ,都 可 以 叫做 数论 函数 所 请 数论 郴 数 一 般 是 指 在 整数 (或 正 
整数 ) 上 有 了 确定 的 值 的 函数 本 章 将 要 更 进一步 地 讨论 几 L 种 数论 
EA ,还 要 简单 地 讨论 一 下 质数 在 自然 数列 中 的 分 布 情况 , 即 质数 
分 布 问题 


$1 M RAH 


EM 若 乓 了 上 ) 是 在 一 切 正 整数 上 都 有 定义 的 函数 ,并 且 具 
有 下 述 两 个 性 质 . 
(u) 有 一 正 整 数 a WAA la) 50; 
(л) 对 于 任意 两 个 互 质 的 正 整 数 a, ,a; 来 说 ， 
f(a,a,) = flai) (аз) (1) 
则 Сх) аң EJE s ÉE 
例 1 函数 
1, # a = 1; 
А(а) = 0, Жа > 0 
ЖЕ — n] 3 pR $k 
m 2 车 4 是 任 一 给 定 的 复数 , 则 
E (a) = a° 
Ж B| Ж pa $$ 
例 3 RESH Mobus) 函数 
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1 Жа = 1; 
нба) = | 1) ,车 a 是 7 个 不 同上 质数 的 乘积 ; 
0, 车 a 被 一 质数 的 平方 整除 

是 一 可 乘 函 数 

证 由 默 比 乌 斯 函数 (а) HELM, CEGO) SR aa 
是 任意 两 个 互 质 的 正 整 数 若 其 中 有 - 数 是 1, 闭 其 中 有 - 数 能 被 
质数 平方 整除 , 则 (1) 式 显然 成 立 假定 a, = pb iba pa a, = 
qiq U q G oR р, р. р. 两 两 不 同 ,qi ,9;,…,g, 亦 然 , 由 于 
(a, a.) = 1,Ж p, > q, 因此 由 定义 

ибаа) = (— 17 = (— 1) (— 1) = р(а)н(а,) 

Й нба) 是 一 可 乘 函 数 证 完 

极 易 算 出 

al) = 1, pf2) =-1, и(3) = - 1, и(4) = 0, 

и\5) =- 1, н6) = 1, #(7) =- 1, и(8) = 0, 

#9) = 0, (10) = 1, (11) =-1,::: 

例 4 KARAK wp(a) 是 一 个 可 屁 函 数 (参考 第 三 章 $3 定理 
4 推论 ) 

例 5 模 m 的 特征 酒 数 是 一 个 可 乘 函 数 (参考 第 六 童 8 5 定 
H 2) 

Йб 令 (а) 表示 不 定 方 程 

а = х? + у? 

的 整数 解 的 个 数 , 则 r(a) АДЕН ВА 因为 (2) = 4, (5) = 
8,{Н +(10) = 8 

例 7 令 x(x) ЖАМ л ЧЛ НОТ, M| х(х) ЖЕ] 
ЗЕ 因为 л(2) = 1,x(3) = 2,{Н z(6) = 3 

{ПИЛЕШ THE F n Ж 8 ЛЕ ЖЕШ 首先 我 们 很 
容易 得 知 :车 Р(х) 是 可 乘 函 数 , 则 f(1) = 1 因为 由 定义 可 以 取 
EER a, 使得 f(a) 关 0, 由 (0) 知 fla) = f(1)f(a) Ж ra) 
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= 1 ,其 次 我 们 证 明 
定理 1 若 广 frz), 户 (rz) 是 任意 两 个 可 磁 国 数 , 财 函数 Z(+) 


= _Pfz)Ptz) 是 可 乘 函 数 

证 因为 AD = AAO) = 1,6 f(x) 具有 性 质 (1) # 
a, a, 是 任意 两 个 互 质 的 正 整 数 , 则 由 假设 及 tu) 即 得 

fla,a,) = fila,a;)f,(a,a,) = fila) Р (а) falaid fala) 

= fila 76а.) filaz) (аз) = о) а.) 

у(х) АВЕ (п), BI f(x) Ea R РЫ 证 完 

定理 2 E)E- TRR, MEER a 的 标准 分 解 式 是 
а = риро pr M 


£ 
21004) = ажур) FD t Оро), 2) 


Rr >; SON fE а 的 一 切 正 因数 上 的 和 式 
证 ”由 第 一 章 $4 推论 3.2 知 ,a 的 一 切 正 因数 是 
ВО pa р, В = 0,1,2,. ,0,1 = 1,2,..,k, 
故 得 


fld) = тк рт рее, ph) 


Ы а. 


= 222 СРСР) РС) 


#|=®ё,=@ 
= PEAD + (э) + Fp) + + РБ) 


而 (р) = /(1) = 1, 故 得 定理 证 完 
由 例 2 及 定理 2 立刻 得 到 
推论 2.1 车 a = риро рә 是 a 的 标准 分 解 式 , 则 
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22 -Tas + pl + pey 
特别 地 U) Sla) 表示 а 的 因数 和 , 则 
S(a) = Га +» + р toee t р?) = ПЕЕ 
Ф rla) Жл а 的 因数 的 个 数 , 则 
rla) = (а, + 1)(а, +1) fa + 1) (3) 
ria) ВЕ ОЗН, (3) 极 易 证 明 z(a) 是 一 个 可 乘 函 数 
XH EE 1,2 及 例 3 可 以 看 到 
推论 2.2 # у(х) Ер, а 一 pope- ph Жа 的 标 
准 分 解 式 , 则 
Ујы(4) 04) = Q Fp ~ Ср) (1 = f(p,.)) 


证 ”由 定理 1 H (х) (х) ERKKA, HEM 2, 即 得 


Dua) fid) = IL (а + (р) + 


HCP РСР) +з + иб р) Ср), 
因为 lpi) = = lp) = б,н(р,) =-10( = 1,2,.…, 
5) 故 推论 获得 证 完 


在 推论 2.2 中 ,分 别 令 f(x) = 1,f(z) = 二 , 则 得 
推论 2.3 Жа = pipro pe Жа 的 标准 分 解 式 , 则 


зе eD Е 
1, Жа = 1 
ЖРК H; tz, Rh PR 3 , RAHE n] р ВЕ НН 
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定理 3 # Ó, 6... S, 是 Е 意 х 个 正 整 数 .六 人 )， 
fA(8,),… ,了 (5,) 是 任意 n 个 复数 ， 


S = >)/(8,), 5, = X), 


其 中 > 表示 展 布 在 等 于 1 的 一 切 8, 上 的 和 式 ， > 表示 对 于 给 定 
的 a E ñit E d 的 倍数 的 一 切 5, 上 的 和 式 MI 
S = OEREN 


其 中 dd, ,dq;,… d, 是 至 少 能 整除 一 个 8 的 一 切 下 整数 
证 ”由 推论 2.,3 得 


5 = 1(81) 52069) + 7\8.) 56а) + + 1(8,) 22 (d) 


(6) 
对 于 d, Жі, 至 少 有 一 0, 能 被 d, E DR, 即 在 (6) 右 端 有 
75,3 р(а,) 出 现 , 把 一 切 这 样 的 项 取出 来 相 加 即 得 


pldi) DS) = yda) Sa 
315 


由 于 Ф; sda, ‚4, 是 至 人 能 整除 一 个 售 的 一 切 正 整数 , 故 
pldi) Ss ul di) Ss Se 


刚好 包含 着 (6) 式 右 端 出 现 的 一 切 项 , 即 S = D uld) S, 


证 完 
这 个 定理 是 很 有 用 的 ,为 了 帮助 读者 能 更 好 地 常 握 它 我 们 应 
用 这 个 定理 来 重新 证 明 第 三 章 $3 定理 5 
RETF 5. = (z,a),f(0.)= ,z = 0,1,--,а 一 1, 则 由 欧 近 
五 数 及 定理 3 中 S 的 定义 即 知 5 = pla), M 5, 是 满足 条 御 
dl(z,a) BJ z PJ T #41 至 少 能 整除 一 个 MM d 1 a 1 S, E: 
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0,1,…,e - 1 能 被 a 整除 的 数 的 个 数 , 即 S, = 2 = аа. 


а) 反之 对 a 的 每 一 正 因数 a 来 说 ,一 - 定 有 一 3, 能 被 4 整除 故 由 
定理 3 得 


pla) = Duld) + = aD eD 
由 推论 2,3 即 得 
_ TY diafol 

pla) = a(1 916 a (1 z) 

这 就 是 第 三 章 $3 定理 5 
>J 题 
1. 设 f(x) EAREN ER (е) = У уа) В Г 

由 此 说 明 Sto),ria} EURAS 


2 É fr(z) 是 一 个 定义 在 一 切 正 整数 的 函数 ,并 县 F(z) = Yrd) ж 
dir 
-TIRAR EHF) ЖЖ Bi 3⁄ 


3 证 明 Spld) =a 
4. RHR У х? 
s. F(z) жЕ Ж.Н 

gla) = 21704), 


试 证 f(a) = Улу jea) = >ш\а)е( $) 
б. 设 f(x) Ж-А, 3F R 


Жа) = Du $ ata), 


证 明 ёа) = Уа) 
dla 
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7 设 Flr) Gio ЖОЕ МЕЗ 38 LAATAN, f LY T Ei AS T 1 
的 实数 х 来 培 ， 
Gir) = > iF[z). 


п 1 п 


[z] 
网 Р(х) = Dutn) G(TE), 
反之 亦 然 


52 xix) 的 估 值 
ЖІП лт) Ж ЛИЯ z 的 质数 的 个 数 , 由 第 一 章 S 4 E 4 
ЯЙ: 4 хт = оо Е, air) со 在 这 一 节 里 ,我 们 将 要 证 明 т{х) 


зБ 是 同 阶 的 无 穷 大 , 妈 存 在 两 个 正 数 А, 及 A ERTER 


А, < х(х) <A (x >2) 


log = 

Ж х Жо Ж AU PR Ж Ye h 38 Н E E Ж (Чебышев) Ж 
等 式 

在 证 明 上 述 结 果 之 前 ,我 们 先 来 看 一 下 正 整 数列 中 质数 分 布 
的 情况 首先 我 们 有 

定理 1 设 直 是 任 一 大 于 2 的 正 整 数 , 则 在 正 整 数列 中 一 定 
有 了 两 个 相 邻 的 质数 p5p (p < p) 18 р р >K 

证 5 К!+2= M, 则 2|M,24+41|1M+1,…,KIM+K 
-2, 有 MM>2,M+1li>3, M + K - 2 > K, М. 
M+1,…,M+ 太一 2 都 是 合 数 W p 是 不 超过 M 的 最 大 质数 ， 
则 大 于 р Ыр HRH p 必 大 于 M+ 玫 -2 因此 pp < M 
—1,р>М+К-1Ю% 

p-p 2>(M+K -1) - (М1) = K 证 完 

因为 兵 可 以 任意 大 ,因此 由 定理 知道 相 贫 质数 疝 的 “距离 ”可 
以 无 限 增 天 另 一 方面 ,我 们 知道 存在 着 下 列 的 质数 对 : 

3,5; 5,7; 11,13; 17,19; 29,31; 41.43;… 
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这 些 质 数 对 都 是 正 束 数列 中 的 相 邻 质数 ,并 且 它 科 之 间 的 

“距离 ”都 是 2, 我们 现在 已 绎 知道 
1 000 000 009 649, 1 000 000 009 651 

E Je: PX FF BS r $k ТРАВИ, В pJ BE ВЕДУ ЛИ АН 37 5 
+, ИТЕР RRES OH „АН n] REGEM TAREA р Ер" 
р-р = 2 

由 以 上 事实 可 以 看 出 在 正 整 数列 中 ,质数 分 布 的 细致 情况 是 
不 规则 的 但 从 整个 数列 的 第 度 去 研究 质数 的 个 数 ,又 却 具 有 一 定 
的 规律 性 , 在 这 方面 首先 就 有 切 比 雪夫 不 等 式 我 们 用 式 子 把 
тх(х) 表示 如 下 : 

rlz) = 21 
在 证 切 比 雪夫 不 等 式 以 前 ,我 们 先 证 明 下 面 两 个 引 理 : 
引 理 1 Жн ЕЕ, 


Dhj (х(2п) 一 m(n))logn < logN = mr(2x)log2 n 
证 и 
N = ПЕ 
是 N 的 标准 分 解 式 , 则 由 第 一 章 Š 5 定理 知 
А = [жу] 
„= УД 2; (Г7]-2[;])., 
СРЕЗЕ СЕСЕ n) эй, 


log р 
[ж] 
_ Пор2 п log2 n 
= = | =“ Бет 
а == 2, 1 k |< jogp ° 
logN = aologp < < Slog2n = x(2n)log2n 
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另 一 方面 , 若 # < р 2n,M p| (2n)1,(p (nt) = 1,8 
而 ф | М, 


N> Jl > 
将 此 式 取 对 数 即 得 
logN = > [орф > logn >; 1 = (m(2n) – яп) орли, 
因此 引 理 获 证 =" 证 完 


现在 来 居 计 log ШЕЙ 

引 理 2 Жн, М 的 假设 如 引 理 1, 则 

піов2 = logN = 2nlog2 

证 ”因为 N 是 (1 + х)" 的 展开 式 中 zx” 的 系数 , 故 

N < (1 + 1)” = 2" 

另 一 方面 ， 

м = 2" 0" — 1) (z + 12 = 2(2+ 1 
А: ' 一 


将 上 两 式 取 对 数 即 得 引 理 ШР ЗЕ 


х z 
0.2 Бех “ mir) = 5 вх 


证 (1) № =х2268,% п = PLEIE > =. FË 
由 引 理 1,2 即 得 
m (r)logzr Z z(2n)log2n = og N 


> nlog2 > 1982. х > 0.2х 


又 由 于 -< 在 区 间 [2,6] "ха 0, нш < = < 6 
og x= орб 


时 ， 
= 6 
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即 定理 中 前 一 个 不 等 式 成 立 
(u) 由 3 引 理 1,2, 知 

(m(22n2) 一 ain loga = logN = 2 піор2 

Ш п = 2" 代 人 上 式 即 得 
(л (271) — z(2')) 2 
BT ar O < 2", ñ N 
(r 3) (2771) re) S 2”! + a =< 3 + 2” 

任意 给 定 一 个 正 整 数 mm ,在 上 式 中 逐一 命 + = 0,1,…,m -1 而 得 
到 m 个 不 等 式 , 把 它们 加 起 来 即 得 

тп(2") sÇ 3(1 + 2 + + + 271) < 3 x 2” 


Ш rN, WEB IESESK mE z < 2" ,于 是 二 


< 1082 ,由 此 得 
орх 
т 1 т ж а 
лбх) = т(2 )6 3.2 < 61082 ' тет < 5 kez ' 
故 定理 中 第 二 个 不 等 式 也 成 立 证 完 


由 定理 我 们 立刻 可 以 看 出 在 正 整 数列 中 质数 的 个 数 比 起 全 栖 
正 整数 的 个 数 来 说 ,是 非常 少 的 更 确切 地 说 ,就 是 
推论 ”几乎 所 有 的 正 整 数 都 是 合 数 , 即 


关于 质数 的 个 数 进一步 的 结果 ,就 是 著名 的 质数 定理 (prime 


number theorem): 即 


lim rle) х) 
于 一 a © 


[од 
这 个 定理 是 由 勒 让 得 与 高 斯 (Gauss) 作为 猜测 提出 的 直到 1896 
年 , 才 由 法 国 数学 家 哈达 马 (Hadamard) F I9 9 21 38 š (de la 
Vallee Poussin) 同时 互相 独立 地 证 明 但 是 他 们 的 证 明 中 用 到 复 变 
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АУ BU PA E, gë КЛ КЕ ТРЕ 2 的 证 明 曲 折 深 奥 这 
就 推动 大 们 去 寻求 质数 定理 的 初等 的 或 较 简单 的 证 明 表 到 1949 
年 ,党 儿 伯 格 (Selberg) AZZ + (Erdos) 才 分 别 给 出 了 质数 定理 
的 初等 证 明 

对 于 rir) 的 估 值 早已 有 了 比 质 数 定理 更 精密 的 结果 :如 果 
用 函数 


代 蔡 [二 ,可 以 得 到 : 
OR T 


| ябх) hx |= Bre 
AF А ЖЖ 33825 JA E SI p 代表 某 一 充分 太 的 常数 这 在 
目前 是 最 好 的 结果 理想 的 结果 是 


| лбх) — йт |=< 有 
AP e ЕЖЕ, В 表 充 分 大 的 常数 但 这 不 过 是 一 个 狂 
测 ,还 没有 人 能 够 证 明 它 的 正确 性 可 以 证 明 这 个 猜想 与 著名 的 黎 
$W i (Riemann Hypothesis) 等 价 称 出 级 数 


"жу 


ts) = SIL, s = q + it, с > 1 
оп 


=1 


及 其 金 复 平面 的 解析 延 拓 定义 的 函数 为 黎 曼 5 - 函数 RSME 
EHRE Ç ~ 函数 的 所 有 非 平凡 零点 都 在 直线 112 + 1: 上 RS 
狂想 与 数学 中 的 很 多 问题 有 联系 , 它 至 今 未 被 证 明 有 的 数学 家 认 
为 它 是 21 世纪 数学 上 的 最 重要 的 数学 问题 之 一 


习 题 


设 Р. 是 第 M” 个 质数 , 试 证 ;有 两 个 正教 B, B; 存在 ,使 得 
Binlogn = р, = Bsnlogn 


- Асет 235 Х (plog>)—- 315 
1 
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"ез 除数 问题 与 贺 内 格 点 问题 的 介绍 


E-P, Ri Ere a 一 со Pr ria) BJ AE PE PE ; 
进一步 要 讨论 当 a 一 se BF, ria) 的 平均 值 


(са) + r(2) + -= + rla)? 


ВЕЕ, ЗЕ H Jt #Н A RAA ЛЕ (Dirichlet) 的 除数 问题 pk ër 
闫 题 相 似 的 一 个 问题 就 是 著名 的 高 斯 的 图 内 格 点 问题 ,本 节 也 要 
加 以 介绍 

首先 由 $1(3) 式 知 当 a 是 质数 时 ,rla) = 2 但 质数 的 个 数 
БЕН, BUES A > 0 总 可 找到 a > A 使 得 rta) = 2 另 一 
方面 ,rz(2") = m + 1, m — оо BJ, r (2"”) — co 这 两 件 事实 
表明 当 а 无 限制 地 变 大 时 ,c(ta) 的 变化 是 很 不 规则 的 为 了 讨论 
这 一 类 型 的 问题 ,我 们 引进 下 面 的 符号 

符 导 口 : 设 f(x) 是 任 一 函数 ,而 g(x) 是 一 正 值 玖 数 { 即 对 于 
Н Ж r 的 在 何 值 来 说 ,p(x) 的 值 永 远 是 正 的 ) ,车 能 找到 一 个 
常数 A ,使 得 不 等 式 

| f(z) 1< Aplr} 

对 于 z 和 的 所 有 充分 大 的 值 都 成 立 , 则 我 们 说 , 当 z 一 оо 时 ， 

. f(z=) = О(ф(ж)) 

WI snx = O(1),zsinz = Olr}, ax? + b = O(x) (Ж 
P a,b 是 常数 ) 

我 们 也 可 以 把 记号 O(e(z)) 写 在 式 子 中 间 例如 对 于 
f(z=),g(z) 两 个 函数 , 若 能 找到 一 个 常数 A ,使 得 不 等 式 

| f(z=)— glz) 1< Аф(х) 
对 = 的 所 有 充分 大 的 值 都 成 立 ,我 们 就 说 , 当 工 一 o 时 ， 
fr) = (т) + О(ф(х)) 
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Io 1 1 1 1 
l-z” s E l-z 
L т>? < 2 上 , 故 得 上 述 结果 
A 一 = 


Шә 


12 gz + y + O | . (1) 


Ü< зя 


其 中 y = hm (JDL - log ) 是 欧 拉 常数 


N N N N n+l N +1 
dr 1 ағ dr 
> 


М 


n+l 1 1 М+1 d _ ағ ü dr 
СЕН +|, = Shi . T 


= УХ td: fr! ¿dz + o[1] 
Aliona +) „+1 оппо + t) 


由 于 | Pe < 卫 , 所 以 上 面 的 级 数 都 是 收敛 的 , 且 第 二 个 级 


oanig + t 


数 的 秆 不 超过 


бо 1 
они 20) = > (2 一 
这 一 方面 证 明了 , 当 N — оо нба logN = > 1-| H 
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有 一 极限 7( 即 第 一 个 组 数 的 值 ) ,同时 也 证 明了 
Уа-а +Í ol) 
WEDE -logs = y + О{-_}+ o[+)= r+ о{—) 证 完 
例 4 * “< 1,9 > — оо BF ,(logz)' Z О((юру)') 
证 BEH z — оо tj, (ogr) = O((lcog<x)'), Miq E V ,能 
шя TEM A ,使 得 不 等 式 
(logz=)' < A (ogr), Ё (орх) < А (2) 
对 ВАТЕ ЖЛ АНА ЕА У IH 3841 303E 234 y — со 时 ,logz 一 
со, AR # x — со Я, (ogr) t —= oo ,这 与 (2) АЛЛЕ 证 完 
现在 我 们 再 加 到 rla) 的 讨论 上 来 首先 我 们 有 
EBR) 对 任何 正 数 上 来 说 ,有 
rla) Æ O ((loga Y°) 
WF 对 于 给 定 的 上 来 说 ,我 们 一 定 可 以 找到 一 个 正 整 数 1 满 
ЕЖ 
¿—- 1=< 8 < 1 
设 2,3,…, 思 , 是正 整数 中 前 /个 质数 ,并 令 (2 3.…p,)”= а, Д 
Š 1(3) 式 即 得 
т(4) = (m + 1)', 
Ж.А loga = mlog(2 • 3: р,) W 


rla) = (ео “кек + 1) > (asp) 


(озу) ЖЖЖ. m > „оңа -> o , i sh f 4 ДИФ 
定理 . 证 完 
另 一 方面 ,对 ela) 来 说 , 却 有 


rla) = Ota'), 
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К F 2 Ж Б £ 有 关 
证 Ва = РР? pu Ea 的 标准 分 解 式 , 则 由 S 103) zÉ 
zrla) mtl atl m+l 


E F, E пле rr r (3) 
й pi Py Р 


+1 


518 ЕАН Ж p 2,0 р 2 


= 1 
“ор < 之 2, 则 
Pe elog? [> (а, + 1)elog?, 

а +1 1 
BT < подр 又 请 足 条 件 p. < 2 的 p, ШК < 21, НН (3) 
式 即 得 | 

rla) 2 gle 
a° <Í) 
但 (= 本】 是 一 仅 与 有关 的 常数 ,a' > 0, 故 得 定理 я 
推论 ”对 于 任何 正 数 = 来 说 ， 
ría) _ 
im 77 = 0 


证 令 e=27, 则 ?>0, 因 此 由 定理 2， 
z(a) _ Tray fl 
а" а? | o[ 1 


a° a 


3: Ж, ЖЕ PT SE ШЕ BH i 证 完 
定理 3 R р(=) = Sirla), Bi 
а.к 


Р(х) = zllogr +2y - 1) + Q(>), 
其 中 y 是 欧 拉 常 数 
证 外 rta) 的 定义 , 知 rfae) 是 ea 的 正 因数 的 个 数 , 换 名 话 
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їй ,т(а) 是 不 定 方程 a = ио КИЕЛИ , 亦 即 是 双 曲 钱 vv = а 
在 第 一 象限 的 那 一 支 上 的 格 点 数 , 克 D) 就 表示 在 平面 区 域 a 
> 0,0 > 0, но & ж ARHAN 

将 上 述 平 面 区 域 按 图 
90.3.1 分 成 三 个 区 域 :R, 表示 
区 域 0 < н, иус, RERE 
и >у/х,т > 0, ыо xz, R; 
ERER ы > 0,2 > / xz , wo = 
x, 则 在 平面 区 域 R. 内 的 格 点 
HEL r]. R, 5 R, 内 的 格 
虚数 相等 由 图 还 可 以 看 出 在 
R, 与 R, 合 起 来 的 平面 区 域内 
HANE 


РАН 
ñ ñ$ Р(х) = 2 [三 |- [V z 1° 
Ü< as z 
但 
[Vz = VE- {г = z 2000 + i= x + ОСЗ), 
+ 1 = 
2 |z]: r D 
= У) LOKT) 
Ü< ny 
(39121 < 1) ,R 3 48 
р(х) =2z Ў) -x1 О(/т) 
Ü< k= x 
= 2 {log Vz + y + о{5=))- r+ ОЦ x) 


* ZOR - 


Чї 


= хорт +2у - 1) + Ofv x) 证 
i or 是 满足 条 件 
D(z) = x(logrz + 27—1)+ Olr) 


的 数 a 的 下 确 界 ,由 定理 3 知道 ,志方 我 们 进一步 间 :» 究 竞 应 该 


是 什么 数 呢 ?这 个 问题 使 是 历史 上 有 名 的 除数 问题 这 个 问题 并 没 
有 人 解决, 迟 宗 陶 应 用 内 前 瞧 的 信和 计 一 种 三 角 和 的 方法 得 到 


< É 
与 这 个 问题 很 相像 的 就 是 国内 格 点 问题 我 们 先 看 Al) = 
У) (а), ЖФ (а) 表示 不 定 方 程 w о? = a 的 整数 解 的 个 


Ü< a= r 


ЖЛЕ (а) ЖА ино = 上 的 格 点 数 , 因 此 4(z) 表示 平 
MER а но с 上 的 格 点 数 
定理 4 ЧЕ о 时， 
А(х) = zz + O( xz) 

证 如 图 9.3.2 所 示 , 首 
先 我 们 令 每 一 个 以 烙 点 为 顶 
点 的 单位 正方 张 与 其 左下 角 
ЖА НУЫ 这 样 就 在 以 
格 点 为 硕 点 的 单位 正方 形 与 
格 点 之 间 建 立 了 一 一 对 
应 .又 因 &(z) ЖЮ н + o° 
= x ВЧК BI БА A 
ЖОЖ 4(z) 等 于 左下 角 在 
圆 内 (或 国 周 上 ) 的 单位 正方 
形 《 以 略 点 为 顶点 ) 的 面积 之 


和 . 这 些 单位 正方 形 的 左下 和 角 与 原点 的 上 距离 不 超过 wz , 而 每 一 正 


方形 内 尾 一 点 与 左下 角 的 距离 不 超过 Y2 因此 以 原点 为 中 心 , 以 
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图 932 


r +yz2 为 半径 作 圆 , 则 此 圆 必 和 包括 所 有 那些 正方 形 ( 即 以 格 点 为 
顶点 而 左下 角 在 圆 内 或 圆 局 上 的 单位 正方 形 ) 故 得 
Alr) < x(/ z +/2) (4) 
5 — y Él , i _E u] E 1 Ө i] ts DJ z — /2 Зр 4 А) WB] p 
ЖЕ ЗР СЕРЕ АВ A 2 TR sa t Z= F t ДЕ ЇЙ] Pq SË Д Е] 89 88 ñ; 
正方 形 ) 所 盖 满 ,因此 


А (х) > fw — /2)° (5) 
由 (4),(5) 即 得 
al- 2/2/хж +2) S AlE) — xz << л(2/2/ +2), 
即 | A(z) — wz < rr + 2). 
此 即 定 理 ШР ЗЕ 
同 除数 问题 一 样 设 у ЖЕ Ж 
А (х) = wz + O(zx*) 


的 数 a 的 下 确 界 ,由 定理 3 已 知 v < 2 那么 我 们 间 "究竟 是 
什么 呢 ? 这 载 是 著名 的 高 斯 图 内 榈 点 问题 ,这 个 问题 到 现在 为 止 沿 
未 解 染 ,组 我 们 可 以 证 明 y > 于 ,因而 大 家 猜测 ,= L 我 国 数学 


KEPER: y < 1. 


志和 水 ， 有关 质 数 的 其 他 问题 


在 本 市 中 ,我 们 要 谈 一 下 关于 质数 分 布 的 其 他 著名 问题 ， 
(1) 等 差 级 数 中 的 质数 分 布 问题 仿照 第 一 章 $4 中 证 明 质 
数 无 笼 儿 的 方法 ,可 以 证 明 形 如 4 + 3,6m + 5 BJ ER SE EE q 98 
之 多 [分 别 利用 NN = 4p, p. р, 1 (pi ba, р, BEEM Am + 
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3 的 质数 ) 及 N = бррр, — 1 (р.р... b, ЕЈ бю + 5 
的 质数 ) 来 代替 第 一 章 $4 定理 4 证 明 中 的 N= p p, p. + 1] 


这 也 就 是 说 在 等 差 级 数 
Ат +3, m =0Ü.],2, `` 
及 6m +5, m = 0,1,2, 


中 有 无 穷 多 个 质数 当然 我 们 可 以 问 是 省 在 等 差 级 数 
ёт + i,m = 0,1,2,: 
中 有 无 穷 多 个 质数 BRA, D 关 1 时 ,质数 的 个 数 有 限 E, 
¿) = 工 的 情形 下 , 犹 利 克 雷 给 予 表 定 的 管 复 .印证 明了 该 数列 中 有 
无 穷 多 个 质数 这 个 结果 就 是 所 谓 狂 利克 雷 定理 
进一步 , 苦 用 rlr, D 表示 在 等 差 级 数 
km + bm = 0,1,2, (Ri) = 1,Ë > 0, Z Ü (1) 


m(z;Ë i) 一 EY Е: 

上 上面 这 些 结果 ,最 初 都 是 利用 较 高 深 的 方法 去 证 明 的 ,近来 已 
经 有 了 初等 的 证 明 . 

和 一 方面 ,我 们 要 间 ,等 差 级 数 (1) 里 面 的 最 小 质数 p 有 和 多么 
K. FUE ў (Линник) 证 上 明 有 一 绝对 常数 c ЖЕЛЕ р < К 

(2) ап + bn +c 形式 的 质数 个 数 间 题 我 们 知道 了 可 以 表 成 
kn +i k, i) = EADARRA Xi 32 J ,很 自然 的 会 问 到 ,可 
以 表 成 二 次 式 ап + bn + c,(a ,b,c) = 1 的 形式 的 质数 是 否 也 有 
巨 穷 儿 .这 个 问题 非常 之 难 , 一 直到 现在 还 不 知道 形 如 22 1 1 的 质 
ЖЕЕ Ki 6 

同 这 个 问题 有 连带 关系 的 ,还 有 下 面 这 个 问题 不 难 算出 , 当 
О< n =< 160, л? — n + 17 ВИЕЙ: N M D << n < 40 В, 
”一 于 +41 的 值 都 是 质数 近来 有 人 算出 当 0 < zn =< 11 000 Bf n° 
– п + 72 491 的 值 都 是 质数 很 自然 的 要 问 到 是 否 任 给 正 整 数 N, 
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都 可 以 找到 -- 个 质数 p ЧО n s< УВ, н — n + p КИН, 
是 质数 这 个 问题 也 是 非常 之 难 , 一 直到 现在 还 没有 解决 
(3) 质数 增 大 的 快慢 问题 $33 已 经 所 到 质数 定理 , 即 zú) 


~ 一, 从 这 个 定理 可 以 推出 第 个 质数 p, 的 近似 公式 , 即 р, ~ 


log x 

nlogn 进一步 ,要 问 知 道 一 个 质数 р, | 之 后 ,如何 去 确定 p, 的 大 
小 范围 ?所 请 柏 溃 得 (Bertrand) 假设 就 是 说 在 n 与 2n 之 间 , 一 定 
有 一 个 质数 ,这 件 事 实 可 以 模仿 53 定理 2 的 方法 去 证 明 根据 柏 
ВНЕ НН р, — E F 2p, ， 叉 进一步 ,可 以 问 是 否 在 n: 与 
(n +1l 六 之 癌 一 定 有 一 个 质数 存在 ,这 也 是 一 个 未 解决 的 问题 但 
证 明了 当 n 超过 某 一 数 N 时 ,在 与 nx + nn e >0, 可 任意 给 
E) 之 间 必 有 质数 存在 

男 一 方面 ,有 所 请 挛 生 质数 问题 ;我 们 知道 除 2 及 3 以 外 ,两 
相 邻 自然 数 不 可 能 同时 是 质数 但 是 3,5;5,7;11,13;17,19;29， 
313;…5101,103;10 016 957,10 016 959;… 都 是 相差 是 2 的 质数 
对 这 种 成 对 的 质数 党 称 为 挛 质 数 一 直到 现在 还 不 知道 挛 质 数 
ESAFE. 当然 我 们 也 订 以 问 5,7, 11 这 样 的 三 个 相连 的 质 
数组 { 可 称 为 三 生 质 数 ) EDALI E ,这 问题 当然 更 难 解答 了 

除了 以 上 上 所 提 到 的 三 批 问 题 之 外 ,还 有 与 质数 有 关 的 上 德 巴 
$ (Goldbach) 问题 我 们 再 为 介绍 一 下 : 古 德 巴赫 在 1742 年 曾经 猜 
测 到 下 面 两 件 事 : 

(1) 每 一 个 大 于 4 的 双 数 n 都 可 以 表 成 两 个 单质 数 的 和 ,全 
如 ,6 = 3+ 3.8 = 3+ 5,10 = 5+5 = 3+7… 

(2) 每 一 个 不 小 于 9 的 单数 „л жр РА Ж ЯП 
例如 ,9 = 3+3+3,11 二 3+3+5,13 二 3+3+7=3+5+5,., 

这 两 个 问题 非常 之 难 ,哈代 (Hardy) 152835 g $Ë Littlewood) 
借助 善 所谓" 广义 黎 冯 假设 " ,才能 证 明 对 于 充分 大 的 整数 =, 以 上 
第 二 个 推测 是 对 的 而 第 一 个 在 某 种 意义 下 可 以 说 几乎 是 对 的 

但 维 庶 格 拉 陀 去 备 模 他 自己 创立 的 一 种 悄 计 “三 角 和 "” 
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> уе” 
a= N 
的 强 有 为 的 方法 ,证 明 有 一 个 数 六 存储 AR п > N Fj , п ШШ] 
表 作 三 个 质数 之 和 用 他 的 方法 也 可 以 证 明 在 适当 的 意 尽 下 可 以 
说 几乎 所 有 的 双 数 都 可 以 表 成 两 个 质数 之 和 
值得 提出 的 是 ,我 国 数学 家 华罗庚 估计 了 下 列 形式 的 三 角 和 和 
> е2") ， 
ре Q) 
其 中 f(x) 为 实 系数 多 项 式 应 用 这 个 佑 值 fh 3 u E p — 5 Nl 
及 质数 未 知 数 的 华 林 问题 ( 即 表 示 适 合 某 种 条 件 的 充分 大 的 整数 
为 质数 的 下方 和 的 问题 ) 统一 起 来 ,得 到 一 系列 的 相当 好 的 结果 
这 些 结 困 载 在 他 的 着 作 ¢ 堆 骑 察 数论》 之 内, 我 们 建议 对 这 些 问 矿 
有 兴趣 的 读者 去 钻研 他 的 原著 k 堆 又 素数 论 》 

对 于 前 述 的 第 一 个 问题 还 没有 得 到 圆满 的 解决 ,但 是 值得 提 
起 的 有 下 面 三 个 结果 :(1) А.И. ЖЕ РЕ ЖИИ ЕЕ Л.Н О 
法 证 朋 每 一 充分 大 偶数 都 可 以 分 解 成 二 数 之 和 ,其 中 每 一 数 是 不 
超过 三 个 质 因数 的 乘积 王 元 在 华罗庚 的 指导 下 证 明 每 一 充分 大 
偶数 都 可 以 分 解 成 二 数 之 和 ,而 此 二 数 的 质 因数 总 共 不 超过 五 
个 (2) 列 尼克 证 明 任 意 指定 一 大 于 1 的 整数 g 及 一 充分 大 的 整数 
k WH &g 是 得 数 ( 或 奇数 ) 时 ,每 一 充分 大 的 偶数 (或 奇数 )n 就 可 
ИЖ ЕЛЕ: 

n= p+p +g + + д, 
RHF p5p 是 奇 素数 ,zxz,,… ,zz 是正 整数 (3) HJE (Reny) 证 明 
任 一 充分 大 的 侦 数 能 够 表 成 p + PP 的 形状 ,其 中 为 质数 ,而 P 的 
质 因数 的 个 数 不 超 过 一 个 绝对 常数 到 潘 承 洞 在 1962 年 证 明了 五 
= 5 Ел, ВЕУ АЕН Г K = 4. BARRE 1973 年 
发 表 他 的 结果 开 = 2 

最 后 ,作者 应 该 在 此 特别 声明 ,以 上 介绍 了 一 些 数论 方面 的 新 
结果 ,其 目的 不 过 是 希望 读者 能 更 了 解数 论 中 与 本 课程 有 较 密 切 
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关系 的 某 些 问 题 , 至 于 所 介绍 的 内 容 不 但 远 远 不 足以 说 明 近 代数 
论 的 发 展 情况 ,而且 对 于 我 国 数学 家 在 数论 方面 的 贡献 ,也 远 远 谈 
不 到 是 全 面 的 介绍 对 数论 发 展 有 兴趣 的 读者 ,当然 可 以 从 有 关 的 
FEP RREFERA 
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